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Zu KV 3.6.1.1:Warm Up – „Datensalat”

a) Hier sind verschiedene Darstellungen möglich, wie z. B. ein Kreisdiagramm zu einer Um
frage oder auch ein Graph einer Funktion usw. Die Schülerinnen und Schüler sollen ihre
Wahl begründen, dabei ist darauf zu achten, dass sie auch fachliche Begründungen finden.

b–d) Hier sollen die Schülerinnen und Schüler ihre gewählten Darstellungen mithilfe der Fra
gen stückweise analysieren und dadurch besser verstehen. Dabei ist der Arbeitsauftrag
als Wiederholung davon gedacht, wie in der heutigen Zeit mit Daten umgegangen wird,
welche Rolle Diagramme spielen und wie es gelingt, Darstellungen von Daten zu interpre
tieren.

Zu KV 3.6 2 a: Zufall als faire Bedingung

a) Um ein Falschspielen und Betrügen zu verhindern, wird z. B. versucht, ohne jegliche Ma
nipulation, den Zufall entscheiden zu lassen. Das beinhaltet auch, dass keine Manipulati
onen an den Gegenständen, mit denen „gespielt“ wird, vorgenommen wurden. Römische
Soldaten versuchten beispielsweise über einen sogenannten Würfelturm sicherzustellen,
dass der Wurf eines Würfels nicht durch den Werfenden manipuliert werden konnte.

b) Die Schülerinnen und Schüler sollen sich in dieser Aufgabe mit dem Begriff „Zufall“ ausei
nandersetzen. Vielleicht kennen sie den Begriff aus ihrem Alltag, ihnen fallen bestimmte
Szenarien ein, in denen sie „Zufall“ beschreiben können, oder die Lernenden verbinden
den Begriff „Zufall“ mit anderen Begriffen wie bspw. „Chance“, „Glück“, „Wahrscheinlich
keit“ oder „Möglichkeiten“ etc. Ihre Ergebnisse sollen die Schülerinnen und Schüler für
sich schriftlich festhalten.

c) Über den Begriff „Zufall“ kann in dieser Teilaufgabe vor dem Hintergrund verschiedener
Ideen nachgedacht werden. Beispielsweise kann der Begriff mit dem Bestimmen von Häu
figkeiten und dem Werfen einer Münze vor einem Spiel (Tennis, Fußball etc.) in Verbin
dung gebracht werden. Hier wird angenommen, dass der Zufall gewissermaßen „entschei
det“ und das Ergebnis daher als besonders fair angesehen werden kann. Zufall wird hier
also mit Fairness in Verbindung gebracht. Eine weitere Idee kann sein, den Zufallsbegriff
mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff in Verbindung zu bringen. Eine mögliche Definition
zur Wahrscheinlichkeit, die sich entwickelt hat, kennen die Schülerinnen und Schüler (je
nach Vorwissen) bereits. Diese steht mit dem Namen des französischen Mathematikers
P. S. Laplace in Verbindung, der für seine Definition von Wahrscheinlichkeit die Voraus
setzung festhält, dass alle Fälle „gleich möglich“ sind. Dann bildet man nach Laplace den
Quotienten der Anzahlen der günstigen und der möglichen Fälle.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.1.2 b, c: Zufall als faire Bedingung

a) Beispielhaftes Vorgehen zur Erstellung eines Würfelturmes in TinkercadTM:

Hinweis: Eine Beschreibung des Vorgehens in TinkercadTM ist in den Lösungshinweisen zu KV 3.6.1.2 c
zu finden.
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Zu 3.6.1 Zufall und Fairness – Vorstellungen zum Zufallsbegriff  spielerisch entwickeln

Zu KV 3.6.1.2 c: Zufall als faire Bedingung

b) Diese folgenden Ausführungen sind als Beispiele zu betrachten:

1. Durchführung
Beschreibt Schritt für
Schritt, wie ihr euren
Würfelturm konstruiert
habt.

Zunächst haben wir einen Quader auf der Arbeitsebene platziert
und passende Maße eingestellt. Anschließend haben wir mithilfe
eines Keils eine „schiefe Ebene“ am Boden des Würfelturms plat
ziert. Danach haben wir mithilfe einer Halbkugel ein Loch in die
eine Wand des Würfelturms gebohrt, damit dort der Würfel her
ausrollen kann. Anschließen haben wir mithilfe zweier rechtecki
ger Quader zwei weitere schiefe Ebenen im Inneren des Würfel
turms platziert. So erhalten wir die passenden Aussparungen, da
mit diese „Wände“ später eingefügt werden können und ein Wür
fel darüber rollen kann.

2. Beobachtungen
Beschreibt hier, was euch
aufgefallen ist.

Es muss gut überlegt werden, in welchemWinkel die „Wände“ im
Inneren des Würfelturms platziert werden, damit der Würfel noch
darüber rollen oder weiterfallen kann und damit er nicht stecken
bleibt.

3. Ergebnisse
Haltet hier eure Ergeb
nisse möglichst genau
fest.

Wir haben uns für schiefe Ebenen und keine Treppen im Innern
des Würfelturms entschieden.

4. Herausforderungen
Was ist euch schwergefal
len?

Auch die schiefe Ebene am Boden des Würfelsturm muss einen
entsprechenden Winkel aufweisen, damit der Würfel weiter rollt.
5° wären hier zu wenig.

5. Fachliches
Beschreibt, was ihr ge
lernt habt. Worum geht
es mathematisch gese
hen?

Im Bereich Geometrie: Geometrische Körper, Ermitteln der ent
sprechenden Maße, Schiefe Ebene, Winkel

Im Bereich Wahrscheinlichkeit (im Zusammenhang mit Fragen der
Geometrie oder sogar der Physik): Wie wird ein möglichst zufälli
ges Fallen des Würfels erreicht?

6. Nützliches
Tipps für das nächste Mal.

Die Aussparung für das Herausrollen des Würfels sollte etwas grö
ßer konstruiert werden.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.1.3: Datenreihen – Test

a) Dokumentation der Testreihe zum Würfeln mit einem 6 seitigen Würfel in Form einer
Strichliste (Anzahl der Würfe = 100):

1 2 3 4 5 6

b) Beispielhafte Auswertung der Testreihe von 100Würfen mit einem 6 seitigen Würfel mit
hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms (hier Excel):

Ein mit Excel erstelltes Kreisdiagramm zu unseren Daten aus Aufgabe 1:
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Zu 3.6.1 Zufall und Fairness – Vorstellungen zum Zufallsbegriff  spielerisch entwickeln

Zu KV 3.6.1.4 a: Alles Zufall, oder was?

Anzahl der Würfe 100

Minimum 12

Maximum 20

Spannweite 12 20

Modalwert 5

Median 4

Ergebnis der Erhebung: Die Augenzahl 5 ist besonders oft gefallen. Die
Augenzahl 1 ist am seltensten gefallen.

Ist der Würfelturm geeignet?
Begründe

Entsprechend der Werte der relativen Häufigkeit
scheint es bei 100 Würfen nicht der Fall zu sein,
dass der Würfelturm denWürfel manipuliert und
eine Augenzahl besonders häufig fällt.
DerWürfelturm ist dahingehend als geeignet ein
zustufen.

a) Absolute Häufigkeit: Die absolute Häufigkeit ( ) gibt die Anzahl der Versuche mit
dem Ereignis an. Zum Beispiel wurde in unserem Beispiel die Zahl „1“ 12 mal gewürfelt.

b) Relative Häufigkeit: Sie beschreibt den Anteil eines Ereignisses bzgl. der Anzahl der Ver
suche und wird durch den Quotienten der absoluten Häufigkeit und der Gesamtzahl der
durchgeführten Versuche berechnet:

(In unserem Beispiel ist die relative Häufigkeit des Ereignisses „1“ mit zu berechnen.)

c) Median: Dies ist derMesswert einer (nach der Größe geordneten) Versuchsreihe, welcher
genau in der Mitte aller geordneten Messwerte liegt. In unserem Fall ist der Median die
Zahl „4“.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.1.4 b: Alles Zufall, oder was?

Hier sind insbesondere die Vorstellungen der Schülerinnen und Schüler zum Begriff „Zufall“
gefragt. Mögliche Schüleräußerungen sind:

 Ein Ereignis, für das kein (kausaler) Grund erkennbar ist.
 Ein Ereignis geschieht ohne Grund.
 Ein Ereignis geschieht unvorhergesehen. Die Einflussfaktoren sind zwar bekannt, können

aber nicht gemessen oder beeinflusst werden.
 Ein (kausaler) Zusammenhang zwischen zwei bekannten Ereignissen kann nicht gefunden

werden.

Eineweiterführende Frage, gerade für eine Spielsituation könnte auch sein: Gilt für ein Glücks
spiel ein „Zufallsprinzip“? Die Antwort lebt von den durch die Schülerinnen und Schüler ge
stalteten Würfeltürmen. Es ist davon auszugehen, dass die Ergebnisse recht heterogen aus
fallen. Es soll überlegt werden, wie die Würfeltürme aufgebaut sind. Dabei sollen Fragen wie
„Wie fällt der Würfel im Innern?“ oder „Macht ein Fallen des Würfels imWürfelturm tatsäch
lich einen Unterschied?“ beantwortet werden. Die Schülerinnen und Schüler könnten darüber
hinaus das Würfeln mit dem Würfelturm und das Würfeln mit der Hand miteinander verglei
chen. Festzuhalten ist, dass ein Würfelturm natürlich bei einem gezinkten Würfel (bspw. ein
Würfel der auf ein bestimmtes Ereignis gezinkt wurde, wie {besonders häufig die Augenzahl 6})
nur schwer etwas ausrichten kann.

Es könnten auch mit Würfeln anderer Form gewürfelt werden, wie z.B. ein 4 oder 3 seitiger
Würfel. Es könnte zudem getestet werden, ob die Würfeltürme auch für eine Münze funktio
nieren würden.
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Zu 3.6.1 Zufall und Fairness – Vorstellungen zum Zufallsbegriff  spielerisch entwickeln

Zu KV 3.6.1.5: Schon darüber nachgedacht …?

a)–c) Die Schülerinnen und Schüler könnten nun überlegen, ähnlich wie die Forscher in dem
Zeitungsartikel 1000 mal eine 1 EURO Münze zu werfen. Es könnte auch zunächst darüber
nachgedacht werden, wie aussagekräftig die Ergebnisse der Testreihen in dem Zeitungsartikel
sind, wie die Testverfahren verändert werden könnten und welche Ergebnisse die Lernenden
dann erwarten würden.
d) Tatsächlich diskutieren die Schülerinnen und Schüler an dieser Stelle insbesondere über
den Begriff Fairness. Fassen wir den Begriff Fairness im Sinne des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
nach Laplace auf und gehen davon aus (nach Definition), dass alle Fälle „gleich möglich“ sind
und man dann den Quotienten der Anzahlen der günstigen und der möglichen Fälle bildet,
bräuchten wir vor uns liegend eine Münze, die wir unendlich oft und auf die immer gleiche
Weise werfen könnten, ohne dass dies z. B. ihre Beschaffenheit (Material) verändert. So eine
Münze werden wir jedoch nicht finden.
Mit der Fairness beschäftigen sich Mathematiker bereits seit sehr langer Zeit. Beispielsweise
haben sich auch im 17. Jahrhundert; B. Pascal und P. de Fermat in einem Briefwechsel mit
einem spannenden Teilungsproblem „Force Majeur“ beschäftigt, welches eines der ältesten
Probleme bei der Frage zur Fairness von Glücksspielen darstellt. Damit wird deutlich, dass die
Schülerinnen und Schüler in der Teilaufgabe d) insbesondere auch vor dem Problem stehen,
ob Fairness empirisch in Versuchsreihen überprüft werden kann und es sich dabei um eine
normative (und definitorische) Setzung handelt (denn Fairness wird immer definitorisch ge
setzt).
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.2.1:Warm Up

Ein Laplace Versuch ist Ergebnisse mehrstufiger Zufallsversuche dar. W 

Die Produktregel bei mehr stufi
gen Zufallsversuchen besagt,

ein Versuch, für dessen Ergebnisse der Zufall
eine wesentliche Rolle spielt. Z

Die Summenregel bei mehrstufi
gen Zufallsversuchen besagt,

wie häufig ein bestimmtes Ereignis eingetre
ten ist. R 

Wahrscheinlichkeiten kann man
beeinflussen, indem man

ein Versuch, bei dem die Wahrscheinlichkeit
für das Eintreten jedes Ergebnisses gleich ist. M

Ein Zufallsversuch ist der Anteil der absoluten Häufigkeit an der
Gesamtzahl der Versuche. U 

Ein Baumdiagramm stellt
ein Maß (und dabei sind beliebig viele unter
schiedliche Wahrscheinlichkeitsmaße denk
bar) für ein Eintreten eines Ereignisses .

F 

Die relative Häufigkeit ist

dass sich die Wahrscheinlichkeit eines Ele
mentarereignisses aus dem Produkt aller
Wahrscheinlichkeiten entlang des zugehöri
gen Pfades im Baumdiagramm ergibt.

U 

Die absolute Häufigkeit gibt an
Dieser Satz ist schwierig zu beenden und ins
besondere als Diskussionsanlass zu verste
hen.*

N 

Die Wahrscheinlichkeit gibt an
dass sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereig
nisses aus der Summe der Wahrscheinlichkei
ten der einzelnen Pfade ergibt.

E 

Lösungswort: Muenzwurf

* Hinweise für die Lehrperson: Fachlich korrektmüsste die daraus gebildete Frage: „KannmanWahrscheinlichkeiten
beeinflussen?“ mit „Nein!“ beantwortet werden. Die Frage könnte umformuliert werden in „Kann man z. B. einen
Würfel so manipulieren, dass sich die Wahrscheinlichkeit für bestimmte Ereignisse ändert?“. Es geht dann darum,
dass ein Objekt eines Zufallsversuches auf bestimmte Weise modifiziert wird, sodass sich die Wahrscheinlichkeit
von gewissen Ereignissen ändert. Fachlich korrekt beziehen sich Wahrscheinlichkeiten auf Ereignisse, bei denen ein
Zufallsversuch genau definiert ist – wie etwa das Werfen eines symmetrischen Würfels. Dann wäre das Werfen mit
einem manipulierten Würfel (modifiziertes Objekt) ein anderer Versuch.
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Zu 3.6.2 Zweistufi ge Zufallsversuche – manipulierte Würfel individuell erstellen

Zu KV 3.6.2.2 a: Spieleentwickler 2.0

a) Falls die Reihenfolge, in welcher dieWürfel geworfen werden, keine Rolle spielt, ist es nicht
entscheidend, ob die zweiWürfel gleichzeitig geworfen werden oder zweimal hintereinander.
Es sollte natürlich im Vorfeld als Regel festgelegt werden, was als Pasch gezählt wird.
b) Einerseits handelt es sich dabei um eine reine Vorsichtsmaßnahme, um beispielsweise ei
nen Austauschmit eigenständig manipuliertenWürfeln zu verhindern, andererseits hat selbst
der am besten produzierteste Würfel stets kleine Abweichungen in der Normalverteilung,
welche ein Casino durch den regelmäßigen Wechsel der Würfel versucht auszugleichen. Wei
terhin werden die Würfel in den Casinos stark beansprucht, wodurch tatsächlich (manchmal
kaum sichtbare) Beschädigungen passieren, die die Ergebnisse beeinflussen könnten. Da die
Besucher der Casinos um (häufig viel) Geld spielen und auch viel Geld in den Casinos verlieren,
erwarten sie vermutlich auch möglichst „einwandfreie, präzise und gerechte“ Ware.

Zu KV 3.6.2.2 b: Spieleentwickler 2.0

Fragen, die die Schülergruppen zunächst klären müssten, wären z. B., wie eine Manipulation
des Spielwürfels unbemerkt bleiben könnte und welcher Pasch (eventuell auch mehrere)
beim Werfen bevorzugt auftreten soll(en).

Mithilfe der 3D Druck Technologie ist es den Schülergruppenmöglich, ihreWürfel selbststän
dig hinsichtlich der Form, der Bezeichnungen oder der Gewichtsverteilung zu manipulieren.
Auf diese Weise können ganz unterschiedliche Würfel entstehen. Es ist beispielsweise mög
lich, ein Gewicht in Form unterschiedlicher geometrischer Körper im Inneren desWürfels ein
zubauen oder auch die Form des klassischen sechsseitigen Würfels zu verändern. Eine Verän
derung der bekannten Zahlendarstellung kann ebenfalls vorgenommen werden, z. B. zweimal
die Augenzahl „1“ auf dem Würfel anzubringen. Die Schülerinnen und Schüler können und
sollen an dieser Stelle kreativ werden.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.2.2 c/d: Spieleentwickler 2.0

a) Hier skizzieren die Schülerinnen und Schüler ein Baumdiagramm
zu den Ergebnissen eines 2 stufigen Zufallsversuch mit einem sechs
seitigen Würfel (vgl. Foto).

b) Hier sollen die Schülergruppen auf ihre manipulierten Würfel ab
gestimmte Baumdiagramme entwerfen. Möglicherweise verändert
sich die Eintrittswahrscheinlichkeit der Ereignisse, oder aber die An
zahl der Pfade verändert sich aufgrund einer Erweiterung der Seiten
flächen des Würfels. Eventuell ist es für einige Schülergruppen auf
grund der Konstruktion/Beschaffenheit ihrer manipulierten Würfel
schwierig, ein Baumdiagramm zu skizzieren. Möglich wäre es dann,
denWürfel vorhermit einer bestimmten Anzahl anWürfen zu testen.
Dennoch bleibt eine Aussage über ein Baumdiagramm zu den mani
pulierten Würfeln der Schülergruppen im Vergleich zum Baumdia
gramm eines klassischen sechsseitigen Würfels vage. Dies sollte von
der Lehrperson thematisiert werden.
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Zu 3.6.2 Zweistufi ge Zufallsversuche – manipulierte Würfel individuell erstellen

Zu KV 3.6.2.4:Wer hat Recht?

Die Lehrperson stellt den Schülerinnen und Schülern zwei Würfel, welche manipuliert wur
den, zur Verfügung. Zunächst sollen die Schülerinnen und Schüler Ideen sammeln, wie sie die
Würfel der Lehrperson testen können. Es wäre beispielsweise möglich, die Würfel entspre
chend einer festgelegten Anzahl zu werfen und die Häufigkeiten für die einzelnen Ereignisse
zu bestimmen, um eine Aussage bzw. Vermutung darüber aufstellen zu können, ob dieWürfel
manipuliert wurden oder nicht.

KV 3.6.2.5: „We are the champions!“

Die Schülerinnen und Schüler sollen an dieser Stelle nun Argumente für den Einsatz des von
ihnen entwickelten Würfels beim Würfelspiel „Der Pasch“ finden. Dabei können auch Ideen
sowie Testungen und Versuche eine Rolle spielen, die die Schülergruppen bereits in den vor
herigen Aufgaben entwickelt bzw. durchgeführt haben, einbezogen werden. Die Lehrperson
sollte die Schülergruppen dazu auffordern, ihre Argumente aus fachlicher bzw. mathemati
scher Sicht zu belegen. Der Herstellungsprozess desWürfels kann ebenfalls ein Argument dar
stellen, in dem auch geometrische oder sogar physikalische Erkenntnisse aufgezeigt werden.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.3.1 b:Warm Up

a) Beispielhaftes Vorgehen: Zunächst testen wir einen der Astragale, indem wir diesen 100mal
werfen. Wir erhalten nachfolgende Ergebnisse, hier dargestellt in einem Säulendiagramm.

Hinweis: Interessant ist, dass auch in der Literatur die relativen Häufigkeiten der Astragale
für die schmalen Seiten ca. 10% und für die breiten Seiten ca. 40% betragen.

b) Beispielhaft, bezogen auf unsere Ergebnisse aus Aufgabenteil a):

Seiten P E(X)

1

3,49
3

4

6

Als Erwartungswert wird in diesem Fall der Wert ermittelt. Dieser ist dem Erwar
tungswert eines herkömmlichen Würfels, welcher bei liegt, sehr ähnlich.
An dieser Stelle wird der Begriff der Fairness diskutiert. Fairness wird dabei immer definito
risch gesetzt und kann mit empirischen Versuchsreihen definiert werden. Betrachten wir
zunächst einen 6 seitigenWürfel und gehen von einer Annahme einer Gleichverteilung nach
Laplace aus. Bei den Astragalen hingegen können wir nicht davon ausgehen. Im Sinne unse
rer empirischen Versuchsreihe mit den Astragalen gehen wir von Fairness aus, weil alle fünf
Mitspielerinnen undMitspieler mit den gleichen Astragalen werfen und keine/r ein manipu
liertes Zufallsgerät verwendet. Hinsichtlich des Erwartungswertes scheinen sich das Spiel mit

8

47

34

11

C A E SAR ADL ER VULKAN HUND

ABSOLUTE HÄUFIGKEIT DER
JEWEILIGEN EREIGNIS BEI 100MAL

WERFEN
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Zu 3.6.3 Der Erwartungswert – Wahrscheinlichkeitsverteilungen empirisch bestimmen

einem Würfel und mit Astragalen zu ähneln, allerdings mit Blick auf eine Gleichverteilung
der Ergebnisse eher nicht.

c) Die Wahrscheinlichkeit, bei 1000 Würfen immer den „Hund“ zu werfen, ist sehr gering.
Selbst dieWahrscheinlichkeit, bei 1000Würfen 3 mal hintereinander den „Hund“ zuwerfen,
hat eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit von

Dennoch ist es nicht unmöglich, da das Ereignis „Hund“ existiert. Für die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei einem Wurf das Ereignis Hund auftritt, siehe Lösung zu
Aufgabenteil b).
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.3.1 c:Warm Up

a) Die folgenden Berechnungen fußen auf der von uns ermittelten Verteilung (vgl. Aufgabe 1):
Wir überlegen zunächst, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Spielerin oder ein Spieler die
Runde mit dem „Venus“ Wurf gewinnt. Dazu überlegen wir, wie viele Möglichkeiten es gibt,
bei einmaligemWerfenmit vier Astragalen den „Venus“ Wurf zu erhalten. Wir beachten die
Reihenfolge ([1,3,4,6] oder [6,4,3,1]) und zählen keine Wiederholung, z. B. [1,1,3,3].
Die Tabelle zeigt unsere Wurfmöglichkeiten für den „Venus“ Wurf:

1 3 4 6 3 4 6 1 4 1 3 6 6 4 3 1
1 6 3 4 3 4 1 6 4 1 6 3 6 4 1 3
1 3 6 4 3 1 4 6 4 3 6 1 6 3 1 4
1 6 4 3 3 1 6 4 4 3 1 6 6 3 4 1
1 4 6 3 3 6 1 4 4 6 1 3 6 1 4 3
1 4 3 6 3 6 4 1 4 6 3 1 6 1 3 4

Die Anzahl der Möglichkeiten kann auch wie folgt berechnet werden:
Anzahl der Möglichkeiten für „Venus“ Wurf mit und

Um die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis „Venus“ Wurf zu ermitteln, addieren wir unsere
Wahrscheinlichkeiten für die Einzelereignisse (abzulesen in unserer Tabelle), also

. Diese treten alle mit der gleichen Wahrschein
lichkeit auf, welche sich wie folgt berechnen lässt:

Somit ergibt sich nachfolgende Wahrscheinlichkeit, in der ersten Spielrunde mit dem „Ve
nus“ Wurf zu gewinnen:

b) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit für den Wurf „Hund“ ( .
Hier gibt es nur eine Möglichkeit!

Es ergibt sich also:

Man scheidet daher mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 0,015% bereits in der ersten
Runde aus dem Spiel aus.

Nun berechnen wir, mit welcher Wahrscheinlichkeit man in einer der ersten drei Runden
aus dem Spiel ausscheidet:
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Zu 3.6.3 Der Erwartungswert – Wahrscheinlichkeitsverteilungen empirisch bestimmen

Demnach scheidet man mit ca. 0,044% in einer der drei Spielrunden aus dem Spiel aus.

c) Die durchschnittliche Punktzahl bei einmaligem Spiel kann mithilfe des Erwartungswerts
( , Zufallsvariable ) berechnet werden. Dieser wurde in Aufgabe 1 bereits berechnet
und beträgt für die von uns ermittelte Beispielverteilung .
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.3.1 d:Warm Up

Wir bieten hier zwei mögliche Lösungsvorschläge für das Problem „Force Majeure“:

1. Lösungsvorschlag von Fermat und Pascal: Ist der Spielstand , so ist nach spätestens
weiteren Spielen entschieden, welcher der beiden Spieler gewonnen

hat; denn dann muss einer der beiden Spiele für sich entschieden haben. Man betrachte
nun alle möglichen Restspielverläufe von n Spielen. Ist bei dieser Spiele Gewinner und
bei , so teile man den Einsatz im Verhältnis .

Ist z. B. und werden die Partien bei einem Stand von 3:1 für gegen abgebrochen, so
wäre nach spätestens drei weiteren Spielen entschieden, welcher Spieler der Gewinner ist.
Für diese drei Spiele gibt es acht verschiedene Möglichkeiten des Gewinnens, nämlich

, In den ersten sie
ben Fällen hat Spieler gewonnen, im letzten Fall Spieler . Also ist der Einsatz im Verhältnis
7:1 zu teilen.

2. Lösungsvorschlag von Leibniz: Der Einsatz ist, falls , im Verhältnis
zu teilen (falls vertauscht man in dieser Formel und ). Im obigen Beispiel ,

ergibt sich so das Verhältnis .

Zu KV 3.6.3.2 a: Dem Glück auf die Sprünge helfen

Die entsprechen nicht den Wahrscheinlichkeiten eines herkömmli
chen Würfels. Bei einem herkömmlichen Würfel beträgt die Wahr
scheinlichkeit für jede der sechs Seiten .

Außerdem beträgt der Erwartungswert eines herkömmlichenWür
fels .

Augenzahl P

1

2

3

4

5

6
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Zu 3.6.3 Der Erwartungswert – Wahrscheinlichkeitsverteilungen empirisch bestimmen

Zu KV 3.6.3.2 b: Dem Glück auf die Sprünge helfen

a) Die Schülergruppen sollen überlegen, dass die Wahrscheinlichkeit für die Augenzahlen 1
und 2 geringer als bei einem herkömmlichen Würfel ist und für die Augenzahlen 5 und 6
höher als bei einem herkömmlichen Würfel. Es könnte also überlegt werden, die Flächen
des zu erstellenden Spielwürfels zu verändern. Sie könnten z.B. einen Quader als Spiel
würfel erstellen, bei welchem jeweils zwei Flächen gleich groß sind. Für die Augenzahlen
1 und 2 sollten dann die kleinsten Flächen ausgewählt werden und für die Augenzahlen 5
und 6 dementsprechend die größten.

b) Beispielhafte Darstellung aus dem CAD Programm Tinkercad :
(Begründung, siehe Aufgabenteil a))
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.3.2 c: Dem Glück auf die Sprünge helfen

a) Wir hoffen, dass wir annähernd die Wahrscheinlichkeiten erhalten können, die im Vor
hinein (vgl. Aufgabe 1) festgelegt wurden. Eventuell haben wir aber die Flächen für die
Augenzahlen 5 und 6 zu groß gewählt. Dies können wir jedoch nur empirisch (siehe Teil
aufgabe b) überprüfen.

b) Beispielhafte Dokumentation der Versuchsreihe zu unserem Spielwürfel:

Im Weiteren nutzen wir die relativen Häufigkeiten, um
auf dieser Grundlage den Erwartungswert zu berech
nen:

0 1

10

12

40

37

1 2 3 4 5 6

ABSOLUTE HÄUFIGKEIT 100 MALIGES
WERFEN UNSERES SPIELWÜRFELS

Augenzahl Relative Häufig
keit
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Zu 3.6.3 Der Erwartungswert – Wahrscheinlichkeitsverteilungen empirisch bestimmen

Zu KV 3.6.3.3: Ein Vergleich

Der Erwartungswert unserer Verteilung liegt bei und unterscheidet sich somit
von dem Erwartungswert der (in KV 3.6.3.2 a) vorgegebenen bzw. Verteilung .

Dies kann folgende Gründe haben. Einerseits haben wir unsere Werte empirisch ermittelt.
Eine Versuchsreihe unterliegt natürlich den Bedingungen des Tests. Wir haben „nur“ 100 mal
gewürfelt, vielleicht wären 1000 mal aussagekräftiger gewesen. Zum anderen könnte unser
Quader noch einmal angepasst werden. Die Flächen zu den Augenzahlen 5 und 6 könnten
beispielsweise etwas verkleinert werden.

bis

Die Schülerinnen und Schüler sollen hier über Wahrscheinlichkeit und relative Häufigkeit
nachdenken. Sie sollen auch darüber nachdenken, dass Wahrscheinlichkeiten einerseits defi
niert werden können, also im Vorfeld gesetzt werden und andererseits über absolute und
relative Häufigkeiten empirisch ermittelt werden können.

Dabei spielt die Frage, ob wir empirisch überhaupt die gesetzten Wahrscheinlichkeiten (aus
KV 3.6.3.2 a) ermitteln können, eine entscheidende Rolle. In diesem Zusammenhang kann
dann auch das in den Schulbüchern beschriebene Empirische Gesetz der Großen Zahlen dis
kutiert werden.

Der Vergleich der Ergebnisse der Schülergruppen kann als Diskussionsanlass gesehenwerden,
um obige Aspekte näher zu beleuchten und tiefgehende Vorstellungen zum Wahrscheinlich
keitsbegriff zu entwickeln.
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Lösungshinweise

Zu KV 3.6.3.4:Wahrscheinlichkeiten für Ereignisse bestimmen

Beispielhaft für die Ergebnisse unserer Versuchsreihe (siehe Lösungshinweis zu KV 3.6.3.2 c):

a)

b)

c) Zum Beispiel: , oder auch bei zweimaligem Würfeln

d) Zur Berechnung und für unsere Untersuchung haben wir die absoluten und relativen
Häufigkeiten genutzt, die wir in unserer Versuchsreihe ermittelt haben. Die Frage ist
an dieser Stelle somit auch, was eine „genaue“ Wahrscheinlichkeit ist und was das
bedeuten soll.
Die Wahrscheinlichkeit kann über „relative Häufigkeiten“ definiert werden.
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