Losungshinweise
Zu 3.5.1 Die Parabelschablone - Eigenschaften quadratischer Funktionen diskutieren

Zu KV 3.5.1.1: Die Parabel als Kegelschnitt

@ Erstellt mithilfe des parametrisches Modellierungsprogramm Fusion360.

Schritt 1: Konstruieren eines Zylinders und Fasen der oberen Kante mit einem Winkel von 45°
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Losungshinweise

Schritt 2: Hinzufiigen einer Tangentialebene, Zeichnen eines Rechtecks in dieser Ebene und lineare
Extrusion im Modus ,,Ausschneiden”

- TR RO S FOSPES B G =

[ versatzebene
e Erene an Wil

& Tgesnactene

£} uBenacre

3 Evene durce v Kanten
£ Enene durch drei Punite

A Eens 1nsgesnal 2 Filne as Pkt
¥ trere ensang Plag

(¥ Achas durch TyinderiegerTan

[B- achss etectt an Punat

(G achee etrectt zu Fcne an Punit

4 Punid an Schetepusit

(59 Punit durch zwes antes

B Punit durch dres Enesan

D Punit 1 e litte s Kemaraider Kugeides Torus
[ Punit an Kanss et Enere

] Punid entiang Frad

OUMENTARE o) @8 Q- B E@ B
Wer oy wel -
e H@®OL® FOUPES B O = B LG

ERSTELLEN = ANDERS * TUSAMMENFUGEN* | KONSTRUEREN™  PROFIN™  EWFOGEN™ | AUSWAMLEN ™
Ske haten das neuests Update. Lemen Sie die noyen Funkiionen kennen. x

- ERCWSER o)

[ . .
[+3 M unoung 1.mw_:rrmﬂ-m -
[ L wrem _ x
b & . e

St | pratietene -
0 ® B xostuites

Richaung By e sene

Guble | nzans

Avatand S00me

Vegingungawnkel | 00deg

Vorgang B fusschenes =
[Fischen .m i mwai ausmahien| b Objekte Fum Ausschnnien
0 oK Atbrachan
yod
/
o
e
wougTase 7 ~r @ P @ E __,""‘" 1 Prob | Baswh ;14306504 mamt3

Werrr @asBel o

© Waxmann Verlag, 2021, F. Dilling et al.: Praxishandbuch 3D-Druck im Mathematikunterricht



Zu 3.5.1 Die Parabelschablone - Eigenschaften quadratischer Funktionen diskutieren

e Die entstehende Schnittflache ist parabelformig.

2

¢ Die Kurve wird gekriimmter bzw. flacher.

Schritt 3: Extrusion der Schnittflache im Modus ,Schnittmenge”
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Losungshinweise

Zu KV 3.5.1.2: Die Normalparabel

5

-0,5

0 0,5

1,5

2,5

0,25

0 0,25

2,25

6,25

Flr uns identisch zur Aufgabe 2. Natirlich kann es aber bei einer Zeichnung mithilfe der 3D-gedruckten
Schablone Abweichungen von der berechneten Lésung geben.

@ y 6,25 4 2,25 1

Zu KV 3.5.1.3: Verschieben einer Parabel

@ Beispielhaft anhand folgender Funktionen:

flx) =x%+2
gx) =x?—-2x—-1

Fir f(x) = x? + 2 ergibt sich dann:

a=1,b=0,c=2,also S¢(0]2) und f(x)

Fir g(x) = x? — 2x — 1 ergibt sich dann:

a=1b=-2c=-1,also S;(1|-2) und g(x) = (x — 1)* =2

© Waxmann Verlag, 2021, F. Dilling et al.: Praxishandbuch 3D-Druck im Mathematikunterricht

=(x—0)2+2




Zu 3.5.1 Die Parabelschablone - Eigenschaften quadratischer Funktionen diskutieren
‘ fs2 fs3 ‘f81 fs1(x) = (x —4)* +3
20
f2(x) = (x +5)* — 4
fss(x) = (x —0)*> — 4

=3

2°—4z2+5 Sp1(2]1)
Sp2(—314)

fra(2)

-5 0 5 10
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Losungshinweise

Zu KV 3.5.1.4: Strecken und Stauchen einer Parabel

1 1
@ forange = =2(x =3)%,  foiqu = s (x - 0)*+0 = Exz
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Zu 3.5.1 Die Parabelschablone - Eigenschaften quadratischer Funktionen diskutieren

Zu KV 3.5.1.5: Wissen anwenden und vertiefen

5

fea(z) = (x+5)°+2

=7 -6 =5 -4 =3 -2 -1 o

-1

-2

fofe) = —(z-3)%+5

fr1(xX) = —(x=15)*+5
fr2(x) = (x +2,5)* + 2

Hinweis: Es geht hier darum, den
Zusammenhang zwischen Funktionsgleichung
und Koordinatensystem zu erfahren. Es kann
gezeigt werden, dass sich bei geeigneter
Koordinatisierung der Graph einer beliebigen
quadratischen Funktion mit einer
Parabelschablone zeichnen Iasst.
Andersherum kann eine Normalparabel
abhangig von der Koordinatisierung durch
unendlich viele verschiedene quadratische

Funktionen beschrieben werden.
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Losungshinweise

Zu 3.5.2 Periodische Funktionen - Sinus und Kosinus abrollen und beschreiben

Zu KV 3.5.2.1: Warm Up - Sinus und Kosinus am Dreieck

5

2

X = 6,5cm; y = 6cm; z = 3cm (mogliche gemessene Werte)

zZ

- 3cm y 6ecm . y 6cm z 3cm
SIn(B) = & = G ©0S(B) =5 = Gog S =5 = o c0s() = 5= G

1.
7
sin(60°) = - & b[sin(60°)] =7 & b(0,87) =7 > b = 8,05

a a
cos(60°) =——=05=——=404=a

8,05 8,05
a =30°
2.
a =B =45°

5
sin(45°) = o S x[sin(45°)] =5 x:0,71=5 < x = 7,04
a) B = 45,58°y = 44,42° c = 4,9cm

b) a = 54,46° F = 35,54° c = 8,6cm
¢) a=90°%b = 6,1cm,c =3,5cm
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Zu 3.5.2 Periodische Funktionen - Sinus und Kosinus abrollen und beschreiben

Zu KV 3.5.2.3: Sinus und Kosinus am Einheitskreis

@ Erkunden von Sinus und Kosinus am Einheitskreis

a)

b)

d)

Beispielhaft fur sin(45°) und cos(45°):

r=10cm

sin(45°) = 0,7; cos(45°) = 0,7

sin(60°) =~ 0,9; cos(60°) =~ 0,5

sin(325°) = — 0,6; cos(325°) = 0,82

sin(405°) = 0,7; cos(405°) = 0,7

sin(—35°) =~ —0,5; cos(—35°) = 0,8

Z. B. wiederholen sich einige Werte oder fiir sin(—35°) kann im Uhrzeigersinn entlang des
Einheitskreises gewandert werden.

sin(0°) = 0,cos(0°) =1,

sin(90°) = 1, cos(90°) = 0,

sin(180°) = 0, cos(180°) = —

sin(270°) = —1, cos(270°) = 0,

sin(360°) = 0, cos(360°) =1,

Z. B. sind die Werte ausschliefSlich -1, 0 oder 1. Mit Bezug zum Gradmayfs, wiirde es sich bei
diesen Werten um eine Nullstelle oder einen Hoch- oder Tiefpunkt der Graphen der
Funktion handeln. Die Werte wiederholen sich nach 360°.

Fursin(a) = 0,25: a; = 14°,a, ~ 166°,
Fur cos(a) = 0,25: a; = 76° a; ~ 284°

@ Winkel im BogenmaR

b)

P

0\|=1

mT T T s s
L T
"473’ 2" 2 2

0°,90°,57°,180°,0°,360° —90°,270°
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Losungshinweise

KV 3.5.2.4: Die Sinus- und die Kosinusfunktion — Erforschen des Sinusrollers

@ Abrollen einer Sinuskurve

b)

c)

Anmerkung: Die Rolle muss so positioniert werden, dass der erste passende Abschnitt der
Periode entsteht. Beispielweise eignet sich der Koordinatenursprung gut als Startpunkt, wo wir
die Rolle passend (sozusagen mit dem Bogen nach oben) beginnen lassen.

Wir betrachten einen Zylinder mit einem Radius von 1, der von einer Ebene im Winkel von 45°
geschnitten wird. Mit geeigneter Koordinatisierung lasst sich die Schnittkurve auf der
Mantelflache als Sinuskurve beschreiben. Dazu betrachten wir die zwei nachfolgenden
Querschnitte des Zylinders.

LY

a b

Die Hohe h eines beliebigen Punktes A auf der Schnittkurve von Zylinder und Ebene kann in
Abhangigkeit vom Abstand a zu der Seite des Zylinders mit dem tiefsten Punkt (aufgrund der
Gleichschenkligkeit des Dreiecks, an dem h beteiligt ist) folgendermaRen ausgedriickt werden
(linker Querschnitt):

h
a—1

=I@h=a—1

Die Bogenlange b und damit der Winkel im Bogenmall (Radius gleich 1) kann mit dem
beschriebenen Abstand a durch trigonometrische Uberlegungen in Verbindung gebracht werden
(rechter Querschnitt):

sin(b)=a—1oa=sin(h)+1
Damit erhalt man die Hohe h als Funktion der Bogenlange b (vgl. u.a. Henn & Filler, 2015):
h(b) = sin(b)

Diese Losung ist natirlich sehr detailliert und umfangreich. Schilerinnen und Schiiler kénnen
aber einzelne Aspekte der Begriindung materialgebunden untersuchen bzw. nachvollziehen.
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Zu 3.5.2 Periodische Funktionen - Sinus und Kosinus abrollen und beschreiben

d) Beider Sinusfunktion wiederholen sich die Funktionswerte in regelmaRigen Abschnitten, d. h. die
Sinuskurve verlauft periodisch. Die Funktionswerte (y-Werte) wiederholen sich gewissermafRen im
selben Abstand. Die kleinste Periode der Sinuskurve ist eine Wellenbewegung oberhalb und
unterhalb der x-Achse. In der Abbildung geht die kleinste Periode (iber die Lange von 2mn. Der
Sinusroller tragt genau eine Periodenldnge ab.

3

p

e) Die Kosinusfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der Periode 2m. Sie lasst sich
ebenfalls mithilfe des Sinusrollers erzeugen, da es sich um zueinander in x-Richtung verschobene
Kurven handelt. Die Rolle muss passend z. B. im Punkt (0] 1) angesetzt werden.

4 -3 -2 -1 0 1

— . 1 - —

-2

Flr einen Zusammenhang zwischen sin(x) und cos (x) konnen wir festhalten:

Verschieben wir den Graphen der Sinusfunktion um g nach links oder um 3 g nach rechts, ist
dieser gleich zu dem Graphen der Kosinusfunktion.

Damit ist sin (x + g) = cos(x) = sin(x — 3 g).

3

ba | =

flz) = sin(x)

-4 > -2/ -1 1

g
A ! \
2 J

IR
[N

-2

-3
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Losungshinweise

Entsprechend gilt fiir den Graphen der Kosinusfunktion, wenn dieser um 3% nach links oder um

gnach rechts verschoben wird, ist dieser gleich dem Graphen der Sinusfunktion.

Damit ist cos (x - g) = sin(x) = cos(x + 3%).

f) Die Sinusfunktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung (0|0). Dies lasst sich auch mit

sin(—x) = — sin(x) zeigen.
Die Kosinusfunktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Dies lasst sich durch cos(—x) = cos(x)
zeigen.

Zu KV 3.5.2.5: Den eigenen periodischen Kurvenroller konstruieren

@ b) — d) Im folgenden Bild sind exemplarisch zwei periodische Kurven zu sehen.
Die griine Kurve hat eine Periodenldnge von 2 und den Funktionsterm f(x) = 2 - sin(x).

Die blaue Kurve hat eine Periode von 2 und lasst sich mit dem Funktionsterm
1fir2k<x<2k+1mitkeN

g0 = {—1 fiir 2k +1<x < 2k mit k e N darstellen.

D 4 0 1 2 3 \ 4 5 7 7
\ Ly

-3

Es kdnnen Kurven mit unterschiedlichem Funktionsterm gestempelt werden, da der Kurvenroller
an einer beliebigen Stelle im Koordinatensystem angesetzt werden kann. Dies entspricht einer
Verschiebung entlang der x-Achse und der y-Achse.
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Zu 3.5.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Zu 3.5.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit - handlungsorientierte Zugange zur

Differentialrechnung

Zu KV 3.5.3.1: Warm Up — Zur Steigung linearer Funktionen

@ a) f(x) =x+1

b) f(x)=—3"x
c) flx)=2
d) f(x)=%-x+1

2

Anhand der Steigung m eines Graphen einer linearen Funktion kann erkannt werden, wie steil

der Graph einer linearen Funktion steigt oder fallt. Je gréRer der Betrag der Steigung ist, umso
steiler steigt oder fallt die Gerade. Die Steigung eines Graphen einer linearen Funktion kann
mithilfe des Steigungsdreiecks verdeutlicht werden. Am Steigungsdreieck kann abgelesen
werden, wie sich beim Graph einer linearen Funktionen Koordinaten von Punkt P; zu Punkt
P, andern. Bei einer Verschiebung des Graphen einer linearen Funktion verandert sich die

Steigung daher nicht.

Zu KV 3.5.3.2: Das Programm Graphendrucker

Wir bilden hier zum einen die Eingaben im Programm Graphendrucker, als auch die STL-

Dateien der Graphen der Funktionen ab.

Schritt 1:
«" Unbenannt.scad* - OpenSCAD
Datei Bearbeiten Design Ansicht Hilfe

Schritt 2:
« Unbenannt.scad* - OpenSCAD
Datei Bearbeiten Design Ansicht Hilfe

Editor x Editor X
A = W O o~ o= o= P 4 3 8 = H o o = = g L o
1 function f1(x) a2 I function f1(x) 2~
=0.5*xX*xX*x; =0.5*x*x*x;
2 xmin=1;
3 xmax=2;
4 Funktionl=1l;
Schritt 3: %’ Schritt 4: @ & (STL-Datei gedffnet in einem

Slicer-Programm)

R
N
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Losungshinweise

« Unbenannt.scad* - OpenSCAD
Datei Bearbeiten Design Ansicht Hilfe

Editor v Objektliste
g = M o o o o 5 ® 4 « Graph 3.stl
r # P13.Graph3.
1 function f1 (X) = 4 428X 83.9% 10.0 mm
2FR*R; S wouod

2 Xxmin=-2;
3 Xxmax=2;

4 Funktionl=1;
=

«2 Unbenannt.scad* - OpenSCAD

Datei Bearbeiten Design Ansicht Hilfe

Editor X v Objektliste
Graph 2.stl
@ = M. N o~ = sE w5 @ a 3
& PI3.Graph2.
1 A
X 62.8x339x10.0mm
2 function fl1l(x) =1*x;
3 xmin=0; SwoYd o
4 xmax=3;
5 Funktionl=l;
6
7 function f2(x) = -1*x;
8 Xxmin2=-3;
9 xmax2=0.1;
10 Funktion2=1;
11
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Zu 3.5.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Zu KV 3.5.3.3: Funktionsgraphen untersuchen — Stetigkeit und Differenzierbarkeit

@a)

b)

Mit der Fingerspitze kann auf dem 3D-gedruckten Graph entlanggefahren werden. Auf
diese Weise kann praktisch erflihlt werden, ob der Graph der Funktion an jeder Stelle des
angegebenen Definitionsbereiches stetig ist. Er kann gewissermaBen mit der Fingerspitze
ohne Anheben des Fingers durchgangig abgefahren werden. Dies ist eine erste praformale
Fassung des Begriffs der Stetigkeit.

Mit dem ausgestreckten Finger wird nun seitlich entlang des 3D-gedruckten Graph einer
Funktion gefahren. Dabei kann nachempfunden werden, ob der 3D-gedruckte Graph einer
Funktion an einer Stelle ansteigt oder fallt. Der Finger wird dadurch gewissermafien zu
einer Tangente, die an den 3D-gedruckten Graph einer Funktion angelegt wird. Auch
Hoch-, Tief- oder Wendepunkte werden durch diese Handlung fiihlbar bzw. dadurch
erfahrbar. Mithilfe dieser Handlung kann die Differenzierbarkeit eines 3D-gedruckten
Graph einer Funktion als Stelle der Kurve, an der der Finger eindeutig angelegt werden
kann, praformal gefasst werden.

.\‘i‘_

Der der Graph der Funktion f(x) = |x|, ist an der Stelle x, = (0,0) (,Spitze“) nicht
differenzierbar und eine Tangente an dieser Stelle damit nicht bestimmbar. Bei dem
dazugehorigen 3D-gedrucken Graph einer Funktion, kann der Finger gewissermalien an
dieser Stelle x, (,,Spitze“) in jegliche Richtung angelegt werden. Die Funktion ist an dieser
Stelle nicht differenzierbar.

Wir beschreiben den Verlauf der Steigung, sowie die lokal hochsten und tiefsten
Funktionswerte am Objekt selbst.
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Losungshinweise

Der Graph der
Funktion fallt

Lokal hochster
Funktionswert

Der Graph der
Funktion fallt

Der Graph der
Funktion steigt

Lokal tiefster Funktionswert

Lokal tiefster Funktionswert ]

Der Graph der
Funktion steigt

An den lokal héchsten Funktionswerten wechselt die Steigung von positiv auf negativ und
ist im Extremwert selbst gleich Null. Entsprechend wechselt an den lokal tiefsten
Funktionswerten die Steigung von negativ auf positiv und ist im Extremwert selbst gleich
Null.

d) Dievon uns erstellten 3D-gedruckten Graphen der Funktionen (siehe Losung zu KV 3.5.3.2)
sind beide achsensymmetrisch, dhnlich wie auch der in der Aufgabe vorgeschlagene Graph
der Funktion. Hier gilt, dass die 3D-gedruckten Graphen einer Funktion
achsensymmetrisch bezlglich der y-Achse sind, da f(x) = f(—x) fir alle x-Werte des
Definitionsbereiches (der 3D-gedruckten Graphen der Funktionen) gilt. Dies lasst sich
leicht durch ein Wenden des 3D-gedruckten Modells erkennen.

@ a) Ja, beide unserer 3D-gedruckten Graphen zu den Funktionen kénnen im Sinne der
Beschreibung der Aufgabe ,Eine Funktion, deren Graph man wie im linken Bild ohne die
Fingerspitze anzuheben in einem abfahren kann, nennt man stetig” als stetig bezeichnet
werden.

Bemerkung:
Die Funktion f(x) = 2x* — Dy = Rist stetig.

Die Betragsfunktion | |—{xfﬁrx20 ist steti
ie Betragsfunktion |x| = —xfijrx<0'5 stetig.
—-1flirx<o0
b) Die Funktion g(x) =< 0 fur x = 0 ist auf R definiert, aber an der Stelle 0 eben nicht
1firx>0

stetig. Das kann formal durch eine Nullfolge negativer reeller Zahlen und eine Nullfolge
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@a)

b)

c)

Zu 3.5.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

positiver reeller Zahlen nachgewiesen werden. Die Folge der zugehoérigen Funktionswerte
konvergiert beide Male nicht gegen den Wert 0 (sondern gegen -1 bzw. 1). Betrachtet man
die untenstehende Zeichnung des Graphen der Funktion g, so erkennt man, dass dieser
bei x = 0 einen Sprung macht.

o
©

Bei unserem 3D-gedruckten Graphen der Funktion f;(x) = 2x? — Dy =R (vgl. KV
3.5.3.2), kann an jeder Stelle eindeutig an den Graphen gehalten werden, wodurch sich die
Steigung eindeutig bestimmen lasst. Damit gehen wir fur f; (x) von differenzierbar aus.

x firx=>0
—x furx <0
Spitze x, = (0,0) (da wo sich der kleine L-Korper als Ursprung bzw. als Orientierung der
Achsen befindet), den Finger nicht eindeutig an den Graphen halten, wodurch eine
Bestimmung der Steigung in diesem Sinne nicht moglich wird und der Graph der Funktion
damit an dieser Stelle x, (,,Spitze“) nicht differenzierbar ist.

Bei dem Graphen unserer Betragsfunktion |x| = { kénnen wir genau an der

xfurx >0

—x firx <0

An der Betragsfunktion kdnnen wir feststellen, dass wir den 3D-gedruckten Graphen
mithilfe der Fingerspitze abfahren kénnen, jedoch an der Stelle x, (,Spitze”) unseren
Finger nicht eindeutig an den Graphen (gewissermalien wie eine Tangente) halten kdnnen.
Damit muss nicht jede stetige Funktion auch an allen Stellen differenzierbar sein.
Umgekehrt gilt aber, kdnnen wir unseren Finger eindeutig an den Graphen anlegen, spricht
ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist f auch an dieser Stelle stetig.

Betragsfunktion |x| = {
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Losungshinweise

Zu KV 3.5.3.4: Graphen stempeln — Steigungen untersuchen

@ Beispielhaft fir den von uns entwickelten Funktionsgraphen (vgl. KV 3.5.3.2):

f(x) =2x* > Df =R

0.5

a) f(x)=2x?

0.5

0.5 1 15

b) Der Scheitelpunkt der Parabel ist im Vergleich zur Ausgangsfunktion nach rechts verschoben. Der
Schnittpunkt mit der y-Achse liegt nun im Punkt (0]|1). Der Term hat sich insofern gedndert, als

das der Term

der Funktionsgleichung g(x) = 2x2 — 2x + 1 hinzugekommen ist. Man

kdnnte g(x) auch zusatzlich als 2(x — %)2 + % darstellen. Dann sieht man direkt, dass die Parabel

um % nach rechts und um % nach oben verschoben wurde. Die Steigung des Graphen der Funktion

ist gleichgeblieben (bis auf Verschiebung der zugehdrigen Werte in x-Richtung).

Unsere entstandene Kurve ist
nun keine eindeutig
bestimmbare Funktion mehr
(einem Funktionswert x werden
nun zwei y-Werte zugeordnet).
Die Kurve ist beschreibbar, als
aus zwei Strangen zweier
Wurzelfunktionen bestehend.

Vx firx >0

h(x) = {—\/Efiirx >0

-1
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Zu KV 3.5.3.5: Wissen anwenden und vertiefen

Zu 3.5.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

@ a) f(x) = %xz - Df = R, stetig und differenzierbar.

b) f(x) = 2|x|, stetig aber nicht differenzierbar in S(0,0).

c)

d)

Xo

Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert in
X, ist nicht gleich, daher kann die Funktion bei
X = Xy nicht stetig fortgesetzt werden. Es
entsteht ein Sprung. Die Funktion ist ebenfalls
nicht differenzierbar in x,.
x24+1firx=0
169 = {xz flirx <0

x? flirx <0 . :
f(x) = {x fiir x > 0 ist stetig, aber an

der Stelle x, nicht differenzierbar.

=3
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Losungshinweise

@a)

x? flirx <0

ist stetig und differenzierbar.
x3 firx =0 g

fo =1

b)
ﬁ ()—{xfurx<0'ttt' ber an der Stell icht
. ‘gx_x3fiirx20|5 stetig, aber an der Stelle x, nic
s differenzierbar.
-3
c)
2 .
x*+1flirx<0
heo =%
x“ firx =0
Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert in x; ist
nicht gleich, daher kann die Funktion bei x = x,
nicht stetig fortgesetzt werden. Es entsteht ein
Sprung. Die Funktion ist ebenfalls nicht
differenzierbar in x,.
d)
g Vx?2 firx <0
i ="
; Vx?2 firx =0

Ist stetig aber bei x = x; nicht
differenzierbar.

© Waxmann Verlag, 2021, F. Dilling et al.: Praxishandbuch 3D-Druck im Mathematikunterricht





