Losungshinweise

Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.1 a: Warm Up

)

Eine Variable ist ein Term und ein Term ist eine Variable.

Ublicherweise sind Terme keine Variablen. Terme sind syntaktische Ausdriicke.
Z. B. ist 3 + 5 ein Term, aber keine Variable. Eine Ausnahme bildet der Term ,x*,
der gleichzeitig eine Variable, ndmlich ,,x“ ist.

Der Term ,xy“ ist auch keine Variable. In einer Gleichung ,,z = xy*, wire z die
Variable, und nicht , xy*“.

(a + 2x + 3m
ist ein Term.

Nein, das ist kein Term. Es fehlt eine Klammer am Ende des Ausdrucks:

(a + 2x + 3m)

Oder: Es handelt sich um einen syntaktisch nicht korrekt gebildeten Ausdruck, da
die Klammer am Anfang fehl am Platz ist.

In einem Term konnen Zahlen und Variablen vorkommen.

Richtig. Aber z.B. auch Konstanten und Operationszeichen.

x2 + x ist eine Summe und x(x + 1) ist ein Produkt.

Das eine ist die Summenform, das andere die Produktform.

Gewisse Terme kénnen als Summe und als Produkt dargestellt werden (etwa die
binomischen Terme). Andere aber nicht (etwa ,sin (x)“ oder,, f f(x) dx”). Bei der
Produktform werden zwei Faktoren multipliziert und bei der Summenform sollen
die einzelnen Terme addiert werden. Dabei kann die Summenform aus der
Produktform erhalten werden und umgekehrt.

Esgilt:a+ b =2a—(a—D>b)

Begriindung: 2a — (a—b) = 2a —a +b = a+b.
Es besteht eine Gleichheit, damit ist die Aussage richtig.

Den Flacheninhalt eines Quadrats berechne ich, indem ich zwei Seitenldngen
multipliziere.

Ja, auf diese Weise kann der Fléicheninhalt eines Quadrats berechnet werden, z.B.
hier:
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Losungshinweise

X

Wie kann das zusammengehoren? Das sind doch unterschiedliche Dimensionen.

3x +x%2=7?

+

Diese Problematik wurde bereits auch in der Geschichte kontrovers diskutiert. Es
muss erkldrt werden, wie man Lédngen mit Fldcheninhalten addieren kann. Das
kann man jedoch nicht. Im Term 3x + x? werden Variablen addiert, in die man
Zahlen einsetzen kann, die man dann addieren kann.

Gesucht: Der Umfang der Figur kann mit 2b + a beschrieben werden und der

Flacheninhalt der Figur mit dem Term 2b% + a?.
L LD

b

L8

Das ist nicht korrekt. Der Umfang der Figur wird mithilfe U = 6(b + a)
beschrieben. Der Fldicheninhalt der Figur mithilfe A = 3b - 2a — ab = 5ab.
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Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.1 b: Warm Up

@ Beispielhaft fiir Aufgabe a):

Der Flacheninhalt des abgebildeten
Rechtecks kann sowohl durch den q
Term A; = ab + ac beschrieben wer-

den als auch durch den Term A, =

a(b + c) beschrieben werden. Dabei
ist die Summe der Terme fir die Ein-

zelflachen ab und ac gleich dem Term

fur die Gesamtflache, a(b + c) und umgekehrt. Y

Damit wird die Verwendung des Distributivgesetzes durch die Umwandlung einer Summe in ein
Produkt (Ausklammern) deutlich.

Zu KV 3.4.1.1 c: Warm Up

@a)

2ab—a-(b—c) > falsch
2a- (b —c)+ a-c > richtig
a-b+a-(b—c) > richtig
a-(b—c)+2a-c->falsch
2a b — a-c = richtig

A b ON--

b) Die Terme sind dquivalent, d.h. sie lassen sich durch Termumformungen ineinander lGber-
flihren. Beispielhaft wird dies an den Termen aus Aufgabe 3 gezeigt:
Terme 2 und 3
2a-(b—c)+a-c=a-b+a-(b—0)
< 2ab — 2ac+ac = ab +ab — ac
& 2ab —ac = 2ab—ac|+ac
S 2ab = 2ab

Terme 2 und 5
2a-(b—c)+a-c=2a-b—a-c
< 2ab — 2ac + ac = 2ab — ac

< 2ab —ac = 2ab —ac |+ ac

= 2ab = 2ab

Terme 3 und 5 Anmerkung: Es hatten auch beide Sei-
ab+a-(b—-c)=2a-b—a-c ten ausmultipliziert und vereinfacht
& ab+ab—ac =2ab—ac|+ac werden kénnen, sodass sich jeweils
& ab + ab = 2ab 2ab — ac ergibt.

o 2ab = 2ab

c) Zum Beispiel: 2a-2b— (2b+c)-a
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.1.2 a: Puzzelst du gern? Puzzles zu binomischen Formeln

@ a) 3. binomische Formel: (a — b)(a + b) = a? — b?
Bild A: Zu sehen ist ein quadratisches Puzzleteil mit der Seitenlange a. Das Puzzleteil nennen
wir a?.
Bild B: Zu sehen ist nun, wie aus dem quadratischen Puzzleteil mit der Seitenlange a ein
quadratisches Stlick mit der Seitenldnge b herausgeschnitten wurde. Dieses
herausgeschnittene Stiick nennen wir b2.
Bild C: Nun wird das entstandene Puzzleteil (vgl. Bild A und B), nennen wir es a®> — b?, entlang
der kiirzeren Diagonale, nennen wir diese Schnittkante AB in zwei gleiche Puzzleteile geteilt.
Bild D: Die beiden gleichen neu entstandenen Puzzleteile werden nun entlang der
Schnittkante AB neu zusammengelegt (indem ein Teil ,umgedreht” wird), um ein neues
rechteckiges Puzzleteil entstehen zu lassen. Dieses Puzzleteil hat nun, ausgehend von den
Bildern A und B, die Seitenldngen (a — b) und (a + b).

Die Flache des Puzzleteils aus Bild B ist gleich der Flache des Puzzleteils aus Bild D. Beschreiben
wir den Flacheninhalt des Puzzleteils aus Bild B mit dem Term a? — b? und den Flicheninhalt
des Puzzleteils aus Bild D (falls dies ein Rechteck ist) mit (a — b)(a + b), so kénnen wir fol-
gern: (a — b)(a + b) = a? — b2.
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Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.2 b: Puzzelst du gern? Puzzles zu binomischen Formeln

b) Zunachst wird ein Quader aus der Randleiste ausgewdhlt und die MalRe werden so
eingestellt, dass ein quadratisches Prisma mit geringer H6he entsteht.

40.00
20.00

40.00

Ein weiterer Quader wird ausge-
wahlt und auch hieraus wird ein
guadratisches Prisma mit geringer
Hohe erstellt, welches eine kleinere
Seitenlange als das zuvor erstellte
Prisma hat. Hat also unser zunachst
erstelltes quadratisches Prisma z. B.
die Seitenlangen 40cm, hat das nun E
erstellte z. B. die Seitenlange 30cm. ~

Wir wahlen einen weiteren Quader und erstellen ein rechteckiges Prisma. In unserem
Fall mit den Seitenlangen 10cm und 30cm. Dieses Prisma wird kopiert bzw. dupliziert.
Nun fehlt noch ein letztes, quadratisches Prisma, in unserem Fall erhdlt es die

Seitenlangen 10cm.

&N 5 o I-_
- .

10.00

10.00
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Losungshinweise

¢) Zusammenstellung der Puzzleteile zur 1. binomischen Formel:

Das rote quadratische Puzzleteil hat die Seitenlange a. Die beiden rechteckigen orangenen
Puzzleteile haben die Seitenlangen a, b. Das quadratische gelbe Puzzleteil hat die Seitenlange
b. Das zusammengesetzte gesamte quadratische Puzzleteil hat die Seitenlange (a + b).

Der Flacheninhalt der Gesamtflache der Puzzleteile kann einerseits durch den Term
(a + b)(a + b) beschrieben werden und andererseits durch den Term a? + 2ab + b?.

Weil die beiden Terme die gleiche Gesamtflache beschreiben, kénnen wir festhalten:
(a+b)(a+b) =a®+2ab + b2
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Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.2 c: Puzzelst du gern? Puzzles zu binomischen Formeln
@ 2. binomische Formel: (a — b)(a — b) = a? — 2ab + b?
Es handelt sich um die richtigen Puzzleteile. Dennoch ist ein Puzzeln schwierig.

Zunichst kdnnen wir den Flacheninhalt des gesamten Puzzleteils durch den Term a? beschrei-
ben. Die Fliche des roten Puzzleteils beschreiben wir durch den Term (a — b)?. Die Gesamtfla-
che der beiden rechteckigen orangefarbenen Puzzleteile beschreiben wir durch 2ab. Und die
Flache des gelben Puzzleteils beschreiben wir durch den Term b?. Uns geht es nun um das rote
Puzzleteil. Wir beschreiben den Flacheninhalt des roten Puzzleteils mit dem Term
(a — b)(a — b) und einmal durch den Term a? — 2ab + b? fiir die 1. binomische Formel.

Es geht wieder um die gleiche Gesamtflache, daher kdnnen wir folgern:
(a —b)(a—b) = a® — 2ab + b?

Bei der 2. binomischen Formel subtrahieren wir gewissermaRen das Puzzleteil zu b? zweimal
von dem Gesamtpuzzle ab. ,Da das nicht geht”, fligen wir das Puzzleteil wieder einmal hinzu.

Zu KV 3.4.1.2 d: Puzzelst du gern? Puzzles zu binomischen Formeln

@ Mithilfe der Puzzleteile kann folgende Begriindung gefunden werden:

b

a b
(a + b)? — (a — b)? = 4ab
Es handelt sich hierbei um eine Differenz der Quadrate aus Summe und Differenz der Seiten

aundb.

Die Puzzleteile sind € R *, wohingegen z.B. die binomischen Formeln € R sind.
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.1.3 a: Puzzle3 — Geht das?

@ a)-b) In diesem Fall betrachten wir nicht den Flacheninhalt, sondern das Volumen der
Puzzleteile.
(a+b)3=a3+3a?bh+3ab?+b3

Zu KV 3.4.1.3 b: Puzzle3 — Geht das?

c) Vergleiche Losung zu Aufgabe 1 b).

@ Die Formel aus Aufgabe 1 a) gilt fir a, b, c € R.
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Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.4 a: Forscheraufgaben

Quadratische Gleichungen l6sen nach der Methode von AL-CHWARIZMI:
Beispiel: ,Ein Quadrat der unbekannten Seitenléinge x und ein Rechteck mit den Seitenléngen

10 und x haben zusammen 39 Einheiten.”

+—r

Ty () =33

bR

A W:—)a‘ O\é’K

o ¢ ==

< %X =3

+-—»

XA (5%) +57=33+25 <> (x4S ) =4¢
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.1.4 b: Forscheraufgaben

a) Auch in dem Schema von Al-Chwarizmi werden Flacheninhalte von Quadraten und Recht-
ecken betrachtet. Gleichzeitig erinnert das Schema an die Darstellung der Puzzleteile unserer
1. binomischen Formel. Wir schreiben den Term zur Beschreibung des Flacheninhaltes unse-
rer letzten Abbildung des Schemas von Al-Chwarizmi auch folgendermaRen auf: (x + 5)2 =
64. Auch auf diese Weise erhalten wir das Ergebnis x = 3. Diese Gleichung kann in Aufgaben-
teil c) Gbrigbleiben.
Das Schema, welches hier genutzt wird, ist die quadratische Ergéinzung.
Die Flacheninhalte beschreiben wir mithilfe von Termen. Dadurch werden Ahnlichkeiten zur
1. binomischen Formel verdeutlicht (sowohl in der Darstellung mithilfe von Flachen als auch
in der Darstellung mithilfe von Termen).

b) x =3
c) Vergleiche Darstellungin KV 3.4.1.4 a. Wenn die Losung so aussieht, wie wir den Flacheninhalt

beschrieben haben, bleibt keine Gleichung lbrig. Man kann mit den Schiilerinnen und Schii-
lern ansonsten auch iiber die Gleichung (x + 5)% = 64 diskutieren.
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Zu 3.4.1 Die binomischen Formeln - legen und begriinden

Zu KV 3.4.1.4 c: Forscheraufgaben

d) Beispiel: ,Ein Quadrat der unbekannten Seitenldnge x und ein Rechteck mit den Seitenléngen
8 und x haben zusammen 20 Einheiten.”

4

2

x= + fx = &Y
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Losungshinweise

e) Zusammenhang zur quadratischen Erganzung: Wir erldutern den Zusammenhang mithilfe un-
serer Darstellung, auch die Schiilerinnen und Schiler kénnten dies nutzen.
Wir gehen von folgender Gleichung aus: x% + px = | —q| .

g

<+—>

><2+o1(‘§><> = |4l

X +2(’X)+ ‘l '7' (;)
Sy

NS
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Zu 3.4.2 Lineare und quadratische Gleichungen

Zu 3.4.2 Lineare und quadratische Gleichungen - Losungsprozesse anschaulich
gestalten mit Algebra-Plattchen

Zu KV 3.4.2.1: Warm Up - Algebra, die Sprache der Mathematik

Plattchenart Symbol Erklarung
1
d Quadratisches Plattchen mit
un den Seitenlangen 1.
-1

X
Rechteckiges Plattchen mit
und o
den Seitenlangen 1 und x.

—X

xZ
und Quadratisches Plittchen mit
_xZ den Seitenlangen x.

Zum Beispiel kann fiir den Term 4x? + 6x + 2 folgende Darstellung mit den 3D-gedruckten
Plattchen gelegt werden:
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.2.2: Rechengesetze mit Algebra-Pldttchen darstellen und begriinden

@ Eigenschaften der Addition:
a+ (b+c)=(a+b)+ c (Assoziativgesetz)
a+ b = b + a (Kommutativgesetz)
Es gibt ein Element 0 € K mit 0 + a = a (neutrales Element).
Zu jedem a € K existiert das additive Inverse —a mit (—a) + a = 0.
Eigenschaften der Multiplikation:
a-(b-c)=(a-b)-c(Assoziativgesetz)
a-b = b-a(Kommutativgesetz)
Es gibt ein Element 1 € K mit 1 - a = a (neutrales Element), und esist 1 # 0.
Zu jedem a € K \ {0} existiert das multiplikative Inverse a™* mita™! - a = 1.

@ Beispielhafte Darstellungen mit den Einheitsquadraten konnten die Folgenden sein:

Kommutativgesetz:

3+2=2+3odera+tb=b+a

2+@B+1D=02+3)+1

oder

at(b+el=(at+b)+c

(2-3)-4=2.(3-4)
oder

{a-b)-c=a-(b-c)

Distributivgesetz:

3-4+2)=03-49+(3-2)

oder

alb +b) = ab + ac
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Zu 3.4.2 Lineare und quadratische Gleichungen

Zu KV 3.4.2.3: Mit Termen rechnen

@ Beispielhaft fiir Aufgabenteil a):
x+6)+(2x—-7)=3x-1

@ Beispielhaft fir Aufgabenteil b):
3(x24+4x—1)=3x*>+12x—3

@ Beispielhaft fir Aufgabenteil c):

6x — 14x
= —3x% + 7x

A
Ea i
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.2.4 a: Lineare Gleichungen l6sen

@ Beispielhaft fiir eine der Gleichungen:

5x+2=3x—-—8

- THll=
-

il
C .

Als Losung wurde hier mit Hilfe
der Plattchen x = —5 ermittelt.

@ a) Beispielhaft fiir eine der Gleichungen:

2x+2=x—-6

1F
I: _2
" P

Als Lésung wurde hier mit Hilfe
der Plattchen x = —8 ermittelt.

N N§
NN
A4

-2

C

b) 2x+2=x-6 |—1x
x+2 =-6

Probe:

2. (-8)+2=(-8)-6

(-16) +2 = —14

—-14 = -14
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Zu 3.4.2 Lineare und quadratische Gleichungen

a) Versuch, die Gleichung 7x + 2 = 4x + 6 mit den Algebra-Plattchen zu I6sen:

7x+2=4x+6

-4x<IIIII!|= I.I.I. LW
_ZC IIII T D_z

An dieser Stelle kann ich die Gleichung 3x = 4

unter Verwendung der Plattchen nicht weiter

b)

c)

vereinfachen, da ich mit den Plattchen nur
ganze Zahlen darstellen kann.

Die Losung der Gleichung lautet x = g. Fir die Darstellung rationaler Zahlen besitzen wir

keine Algebra-Plattchen, sodass wir bei dieser Aufgabe nicht direkt zu einer Losung
kommen.

Mit den Algebra-Plattchen lasst sich die Gleichung 2x = 3 nicht vollstandig |6sen, denn
die Losung dieser Gleichung lautet x = % Hierflr besitzen wir kein Plattchen. Es kdnnen

also mit den Plattchen nur lineare Gleichungen mit einer ganzzahligen Losung direkt gelst
werden.

7X+2=4x+6|-2
7x =4x +4|—4x
3x =4 [: 3

4

x =-

3
Im letzten Schritt muss die Anzahl der Einheitsplattchen durch die Anzahl der x-Plattchen
geteilt werden, um die Losung als Bruchzahl angeben zu kénnen.
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.2.5 a: Summen- und Produktform von Termen

@ a)-b) Produktform: (x + 3)(x + 1), Summenform: x? + 4x + 31.

c) Terme koénnen in Produktform und in Summenform dargestellt werden. Bei der
Produktform werden zwei Faktoren multipliziert und bei der Summenform sollen die
einzelnen Terme addiert werden. Dabei kann die Summenform in die Produktform Gberfihrt
werden und umgekehrt. (Anmerkung: Unter Umstanden gilt das nicht immer, zumindest nicht

immer mit ganzzahligen Losungen.)

2

Plattchen
]
Bl =
.
M ..
-
| %
|
| =
L HIE
| i
EEEEE
B AN ===
mlgn

Summenform

2x?% + 3x

x®+3x+2

2x%>+3x+1

x% + 4x

4x?% 4 6x + 2

2x%> +5x + 2

x% 4+ 8x + 15

Produktform
(x) - (2x + 3)
(x+1)-(x+2)
(x+1) - 2x+1)
(x) - (x +4)
2x+1)-(2x+2)
2x+1)-(x+2)

(x+3)-(x+5)

Beim Faktorisieren durch Ausklammern werden die Elemente des Terms auf einen
gemeinsamen Faktor hin untersucht. Ist dieser Faktor ermittelt, kann man ihn mithilfe des
Distributivgesetzes vor oder hinter den restlichen Term ziehen (auch ausklammern genannt).
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Zu 3.4.2 Lineare und quadratische Gleichungen

Zu KV 3.4.2.6: Quadratische Gleichungen l6sen
@ Beispielhafte Darstellung fiir eine der Gleichungen:

L
< HiiL

3x +2=—x2

>+x2

Nun liegen nur auf der linken Seite der
Gleichung Algebra-Plattchen und ich
kann die Gleichung x? + 3x + 2 = 0 ab-
lesen.

@ Werte fiir x bestimmen, beispielhaft an der Gleichung aus Aufgabe 1:
a) x2+3x+2 =0
x+1Dx+2)=0
Flr die Darstellung der Vorgehensweise mit Algebra-Plattchen sei auf KV 3.4.2.5 b verwiesen.

b) Zwei Werte fir x: x; = =1, x, = =2
c) BeiderFormx-(x +a)=0erhdltmanx; =0,x, = —a.
Bei der Form (x + b) - (x + ¢) = 0 erhdlt man x; = —b,x, = —c.

@ a) Versuch, die Gleichung 2x? = x mit Algebra-Plattchen zu I6sen:

2x% =x

Cmm | =

Nun liegen nur auf der linken Seite der
Gleichung Algebra-Plattchen, ich kann

die Gleichung 2x>— x = 0 ablesen.

Beim weiteren Losen dieser Gleichung ergibt sich hier die Schwierigkeit, dass sich die erhaltenen
Plattchen nicht ohne Weiteres zu einem Quadrat, aus welchem die Produktform abgelesen wer-
den kann, erganzen lassen.

b) Quadratische Gleichungen, die nach Vereinfachung auf einer Seite sowohl positiv gewertete als
auch negativ gewertete Plattchen besitzen, kdnnen nicht ohne Weiteres geldst werden. Ebenso
solche Gleichungen, die nicht ausschliefSlich ganzzahlige Losungen besitzen.

c) Beispielhaft fir die Gleichung aus Aufgabenteil a):

2x? =x | —x Eine Darstellung mit Algebra-Pléttchen
2x>—x =0 kann in diesem Fall nicht ohne Weiteres er-
x(2x—1)=0 folgen.

X1 = 0, X =0,5
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Losungshinweise

Zu 3.4.3 Summenformeln - Muster erkennen, fortfiihren und begriinden

Zu KV 3.4.3.1: Warm Up — Die Summenschreibweise kennenlernen

@ Beispielshaft fiir die a) mit Beschriftung:

w Funktionsterm

8 —
[ Summenzeichen gilk:g k— 3+4+5+6+7+8
b) Yilok? = 0%+ 1% +22 + 3%+ 4% + 52 4+ 67 + 77 + 82 + 9% + 10?
) Yo-a=1+4+2+3

d) Yiosk®=(=3°+ (-2 + (-1 +(0)* +13+ 23433
e) Yo _,1=14+1+1+1+1+1+1+1=38

Laufvariable

f) Y ,a=a+a+a+ta+ata+a+a=8a

Hinweis zu e) und f): Dies sind in gewisser Hinsicht , kiinstliche” Beispiele, da die ,, 1 bzw. das ,,a“ als
konstante Funktionen aufgefasst werden miissen, deren Definitionsbereich die ganzen Zahlen sind.

@ a) 4+5+6+7+8=XY8_,k
b) 0+2+4+6+8 =Xi_,2k
c) 0+2+4+6+8+--+2n =Y ,2k
d 1+24+-+Mm—-1)+n=)i_k
e) 13+13+13+13+13 =X7_,13
f) 1+8+27+64=Y;_,k3

Zu KV 3.4.3.2: Die GauRsche Summenformel

& 100(100+1) 10000 +100 10100
®1+2+3+---+100=Zk= > = > =—5 — =5050

a) Th00k =142 4 -+ 1000 = 220X _ 509509

b) Wir zerlegen z. B. in Teilsummen und subtrahieren

100 100
100(100 £1) 50(50 + 1)
Zk—51+52+ +100—Zk Zk g
2500 + 50
= 5050 - = = 5050 — 1275 = 3775
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Zu 3.4.3 Summenformeln — Muster erkennen, fortflihren und begriinden

Zu KV 3.4.3.3: Die GauBsche Summenformel begriinden

Wir legen das Material fir die Féllen = 1,n = 2,n = 3,n = 4undn = 5 zusammen. Dadurch
stellen wir die Summe der ersten natirlichen Zahlen {1,2,3,4,5} als Treppe mit 5 Stufen dar.
Zwei solcher Treppen kénnen zu einem Rechteck mit den Seitenlangen 5 und 5+1 zusammen-

gefligt werden. Zusammen bilden sie dann also 5- (5 4 1) Einheitsquadrate. Eine einzelne
5:(5+1)

Treppe besteht entsprechend aus halb so vielen Einheitsquadraten = , fir unseren

Falln = 5.

I H

|éu Gausche Summenfarmel begriinden |E [E] Gausche Summenformel begriinden
[clal

e & ) “«

@ Ahnlich kénnen wir zur Begriindung der 2 [ caussche Summenformel begrinden
Gaulschen Summenformel fir n-Fdlle vorge- | = © @ «
hen. Die Summe der ersten n natirlichen Zah-
len wird als Treppe mit n Stufen dargestellt.
Zwei solcher Treppen kdénnen zu einem
Rechteck mit den Seitenlangen n und n+ 1
zusammengefligt werden, zusammen bil-
den sie also n-(n+ 1) Einheitsquadrate.
Eine einzelne Treppe besteht entsprechend
aus halb so vielen Einheitsquadraten. Man er-

halt auf diese Art und Weise die obige Formel.

HEZ]E]

m+1)

@ Summe der ersten n Zahlen

Die Summe der ersten n natirlichen Zahlen wird auch GauRsche Summenformel genannt:

ik n(n+1)

=1

Sie lasst sich mit vollstandiger Induktion wie folgt beweisen:

Induktionsanfang:

Zl:k 1(1+1)

k=1

Mit den Plattchen kann der Fall n = 1 ebenfalls untersucht und begriindet werden.
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Losungshinweise

Induktionsschritt: Wenn die Aussage fiir ein beliebiges natirliches n gilt (Induktionsvorausset-
zung, kurz: 1IV), dann auch fiir die darauffolgende Zahl n+1.

1V n(nz+1) n (Tl n 1) _ nn+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

itk =Y k+(n+1) . .

Mit den Plattchen kann dies begriindet werden, indem man sich vorstellt, dass man zwei Trep-
pen mit n Stufen zu einem Rechteck mit den Seitenlangen n und n + 1 zusammenlegen kann.
Betrachtet man dagegen Treppen mit n + 1 Stufen, so kommen zwei Plattchen mit den Seiten-
langen 1 und n + 1 hinzu. Diese ergdanzen das zusammengefiigte Rechteck mit den Seitenlan-
gennund n + 1 zu einem Rechteck mit den Seitenlangenn + 1 und n + 2.
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Zu 3.4.3 Summenformeln — Muster erkennen, fortflihren und begriinden

Zu KV 3.4.3.4 a: Die ersten n ungeraden Zahlen

@ Materialerstellung zur Begriindung der Summe der ersten n ungeraden Zahlen in Tinkercad™:

20.00

Mogliche Beschreibung des Vorgehens: Es wird ein Quader aus der Randleiste gewahlt und die
MalRe werden entsprechend angepasst (hier: Hohe 1mm). AnschlieBend werden die
verschiedenen Plattchen (firn = 1,n = 2,n = 3, ...) schrittweise konstruiert. Das Lineal hilft

zur Kontrolle der Malie.
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Losungshinweise

Zu KV 3.4.3.4 b: Die ersten n ungeraden Zahlen

@ Begriindung mithilfe des Materials (hier eine beispielhafte Darstellung mit Tinkercad™):

5 mir beginnen mit der Zahl 1 als erste ungerade Zahl (erstes Eih

heitsquadrat). Dann setzen wir an zwei benachbarte Seiten Ein-
heitsquadrate an. Nun fehlt ein weiteres Einheitsquadrat, um ein
Quadrat der Seitenldnge 2 zu bilden. Es ergibt sich 1 + 3 = 22 (In-
duktionsanfang). Dieses Muster kann entsprechend mit den folgen-
den ungeraden Zahlen fortgefiihrt werden. Um aus einem Quadrat
der Seitenlange n ein Quadrat der Seitenldnge n + 1 zu formen, be-
notigt man immer zwei Mal n Einheitsquadrate sowie ein weiteres
Einheitsquadrat — dies entspricht dem Term 2n + 1 (Induktions-
schluss). Es handelt sich um die n-te natirliche ungerade Zahl.

ER AN /

@ Summe der ersten n ungeraden Zahlen

Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen wird in der Unterrichtseinheit ebenfalls behandelt:

n

Z(Zk —1) =n?

k=1

Sie kann mit vollstandiger Induktion folgendermalien bewiesen werden:

Induktionsanfang:

1
Z(Zk—1)=1=12
k=1

Induktionsschritt: Wenn die Aussage fir ein beliebiges natirliches n gilt (Induktionsvorausset-
zung, kurz: 1V), dann auch fir die darauffolgende Zahl n + 1 (Induktionsfolgerung).

n+1 n

Z(Zk—l)=Z(2k—1)+(2n+1)lzn2+(2n+1)=(n+1)2
k=1 k

=1
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