Losungshinweise

Zu 3.1 Mathematikunterricht mit dem 3D-Druck-Stift fiir verschiedene Schulstufen

Zu KV 3.1.1: Warm Up — Aufbau und Funktionsweise des 3D-Druck-Stiftes
@ Beschrifte die Abbildung des 3D-Druck-Stiftes
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@ Fille den Liickentext zu den Sicherheitshinweisen zum Umgang mit dem 3D-Druck-Stift aus.

1. Die Diise des Stiftes erreicht eine Temperatur von iliber 200 °C. Beriihre diese nicht
wdhrend des Gebrauchs, damit du dich nicht verbrennst.

2. Beriihre mit dem Stift keine andere Person oder hitzeempfindlichen Gegenstdinde.

Stelle den Stift mit der Spitze in die Stifthalterung, wenn du ihn gerade nicht benétigst.

4. Achte darauf, dass das Stromkabel niemandem den Weg versperrt.
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|. Unterrichtsvorschlag , Kantenmodelle mal anders”

Zu KV 3.1.2: Kantenmodelle erstellen
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Die Schilerinnen und Schiiler fillen die Tabelle entsprechend ihres Vorwissens zu
geometrischen Korpern aus. Sie benennen den jeweiligen geometrischen Korper, zdhlen
Eigenschaften wie die Anzahl der Ecken, Kanten, Flachen und Form der Seitenflachen auf,
skizzieren den beschriebenen Korper (als Schragbild) und nennen Alltagsgegenstande, in
welchen sie den jeweiligen Koérper wiedererkennen.

Hier konnen die Schilerinnen und Schiler ihre Definition eines Kantenmodells notieren.
Diese Definition kann im Verlauf des Unterrichtsvorhabens noch weiter ausdifferenziert
werden. Zum Beispiel:

Ein Kantenmodell ist ein Prototyp bzw. Modell eines Kérpers, bei welchem nur die Kanten des
Kérpers dargestellt werden. Bei einem Kantenmodell hat man einen guten Einblick in das
Innere des Kérpers, da die Seitenfléichen nicht ausgefiillt sind.

a)—c) Die Schiilerinnen und Schiiler zeichnen hier zunachst ohne weitere Vorgaben mit dem
3D-Druck-Stift ein Kantenmodell eines geometrischen Korpers. Danach sollen sie ihren 3D-
gezeichneten Korper skizzieren und beschreiben, wie sie bei der Erstellung vorgegangen
sind. Dies bietet eine gute Grundlage fir den Austausch verschiedener Tipps und Tricks zur
Erstellung von Kantenmodellen, wie das Zeichnen von geraden Kanten entlang eines Lineals
oder das Anfertigen einer Zeichenvorlage bzw. -schablone fiir die Grund- und Seitenflachen.
Als nachstes stellen die Schiilerinnen und Schiler sich ihre Koérper gegenseitig vor und
identifizieren, um welchen Kérper es sich handelt.

a)—b) Nun ordnen sie die Modelle in Klassen, hier bieten Ordnungskriterien, wie Kérperform,
Form der Grundfliche oder GroRe weitere Interaktionsanlasse. Die mathematische
Bedeutung des Begriffs ,Klasse” kann so ausgehandelt werden. Zudem kann das
Arbeitsergebnis z.B. in Form einer Fotocollage festgehalten werden. Um den Begriff , Klasse”
zu festigen, sollen die Schilerinnen und Schiiler ein Modell, welches einer bestimmten
Klasse entspricht, anfertigen und anschlieffend begriindet einordnen.

Zu KV 3.1.3: Forscherauftrage zu Platonischen Kérper
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In dieser Aufgabe sollen die Schiilerinnen und Schiiler eigenstandig zu den Platonischen
Koérpern recherchieren, diese aufzahlen und beschreiben. Es gibt genau funf Platonische
Korper: Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und lkosaeder. Platonische Korper sind
konvexe Korper, welche aus zueinander kongruenten, regelmaRigen Vielecken
zusammengesetzt sind. Eine weitere charakterisierende Eigenschaft ist, dass in jeder Ecke
des Korpers gleich viele und gleichlange Kanten zusammenlaufen, wobei sich an jeder Kante
deckungsgleiche Flachen treffen und jede Flache gleich viele Ecken hat.

a)-b) Die Schilerinnen und Schiler zeichnen nun mit dem 3D-Druck-Stift das Netz eines
Platonischen Korpers und beschreiben anschlieBend, wie sie vorgegangen sind. Sie kénnen
beispielsweise so vorgehen, dass sie die vorgegebenen regelmaliigen Vielecke als Vorlage
nutzen und diese nachzeichnen. Wichtig ist, dass eine transparente hitzeunempfindliche
Folie auf das Papier gelegt wird. Die Folie kann, nachdem die Umfangslinien der ersten
Seitenflache nachgezeichnet wurden, so verschoben werden, dass die nachste Seitenflache
direkt erganzt werden kann.
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c) Hier sollen die Schiilerinnen und Schiiler ihre Netze vergleichen und ordnen. Sie sollen alle
Netze, die zum gleichen Korper gehoéren, zusammenlegen und erkennen, dass es zu einem
Korper verschiedene Netze gibt. Daran ankniipfend kdonnte die Frage aufkommen, wie viel
verschiedene Netze es je Korper gibt. Falls mit flexiblem Filament gearbeitet wird, kénnen
die Schilerinnen und Schiiler ihre Netze durch ein Auffalten bzw. Zusammenbauen
kontrollieren.

d) Bei dieser Aufgabe sollen die Schiilerinnen und Schiiler zunachst tiberlegen, warum es nur
flinf verschiedene Platonische Koérper geben kann und dies anschlieBend begriinden.
Beispielsweise kénnen sie liber geometrische Uberlegungen zu den Innenwinkeln im
regelmaligen Vieleck argumentieren:

Damit eine Kérperecke entstehen kann, \ 7 /\ K'/?l
. . / / N/
muss die Sumrr_7.e der Ir‘menwmkel all.er W \\7’37 ' 7 V\
angrenzenden Flédchen kleiner als 360° sein. Sy : 7 s Bafeay
Auferdem miissen dazu mindestens drei TeNcoeder Obkoeder \wopneder

Fldchen aufeinandertreffen. Wenn die ] <71
Seitenfldchen gleichseitige Dreiecke i -'tj L ’".
(Innenwinkel 60°) sind, kénnen 3, 4 oder 5 1./ - LAX
Dreiecke zusammentreffen. Wenn die \exoeoes ? 5
Seitenfléichen Quadrate (Innenwinkel 90°) \ /A
oder regelmdépige Fiinfecke (Innenwinkel ,f_h;j‘_d"k ( [
108°) sind, kénnen jeweils 3 davon "“\ \>/ \/l\ J

zusammentreffen. Treffen (wie ebenfalls in o~ ‘ "
der Skizze rechts dargestellt) 6 regelmdfige Do
Dreiecke, 4 Quadrate oder 3 Sechsecke

zusammen, entsteht keine Raumecke, sondern eine (reguldre) Parkettierung der Ebene.

a)—b) Die Schiilerinnen und Schiiler zeichnen nun mit dem 3D-Druck-Stift das Kantenmodell
eines Platonischen Korpers und beschreiben anschlieRend, wie sie vorgegangen sind. Sie
kénnen beispielsweise so vorgehen, dass sie regelmallige Vielecke vorzeichnen und als
Zeichenschablone nutzen.

c) Hier sollen die Schilerinnen und Schiler
herausfinden, dass man ein Hexaeder nutzen kann, um
ein Tetraeder zu erstellen. Die Diagonalen der
Seitenflaichen eines Hexaeders konnen als Kanten
eines Tetraeders genutzt werden (vgl. Foto). Bei dem
entstandenen Korper handelt es sich tatsachlich um
einen Tetraeder, da die Diagonalen des Hexaeders alle
dieselbe Lange haben, somit entstehen kongruente
gleichseitige  Dreiecke als Seitenflichen des
Tetraeders.
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a) Hier sollen die Schilerinnen und Schiler die Eigenschaften der Platonischen Korper in
Form einer Tabelle dokumentieren:

Korper Anzahl Ecken Anzahl Flachen | Anzahl Kanten
Tetraeder 4 4 6

Hexaeder 8 6 12

Oktaeder 6 8 12
Dodekaeder 20 12 30

Ikosaeder 12 20 30

Beim Betrachten der Werte in der Tabelle fallt auf, dass teils die Anzahl
von Ecken und Flachen vertauscht ist und die Kantenanzahl gleichbleibt
(u.a. beim Hexaeder und Oktaeder). Man nennt diese Korper zueinander
duale Korper.

b) Diese Verwandtschaftsbeziehung der Kérper untereinander erleichtert
das Zeichnen der Korper, da man beispielsweise ein Kantenmodell eines
Oktaeders konstruieren kann, indem die Flachenmittelpunkte
benachbarter Flachen eines Hexaeders miteinander verbindet (vgl. Foto).

Il. Unterrichtsvorschlag , Dreiecke untersuchen”
Zu KV 3.1.4: Dreiecke zeichnen und untersuchen

@ a)—c) Die Schilerinnen und Schiiler sollen
die auf der Kopiervorlage vorgezeichneten
Dreiecke mit  dem 3D-Druck-Stift
nachzeichnen und anschlieRend
miteinander vergleichen. Wie in den
Anregungen zur Unterrichtsgestaltung
bereits festgehalten wurde, kénnen sie die
Dreiecke drehen, wenden, Ubereinander-
bzw. ineinanderlegen und identifizieren so
Dreiecke, welche kongruent oder dhnlich
zueinander sind.

Durch den in Aufgabenteil c) angeregten

Vergleich der Ergebnisse tauschen sich die Schilerinnen und Schiiler beispielsweise dartiber
aus, dass Dreiecke welche sich stapeln bzw. libereinanderlegen lassen dieselben Winkel und
Seitenlangen besitzen und dass Dreiecke, welche sich so ineinanderlegen lassen, dass
Uberall derselbe Abstand zwischen den Seiten besteht, zwar die gleichen Innenwinkel
besitzen, aber unterschiedliche Seitenlangen aufweisen. Hierauf aufbauend kénnen die
Kongruenz- und Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke erarbeitet und besprochen werden.

@ a)—b) Hier sollen die Schiilerinnen und Schiler gemeinsam ausprobieren, wie sie mit ihren
Dreiecken eine Fliche ohne Uberlappungen auslegen kénnen. Dies funktioniert mit
kongruenten Dreiecken und wird als Parkettierung der Ebene bezeichnet (vgl. Foto unten).

In Aufgabenteil b) sollen die Schilerinnen und Schiler weitere Formen, wie z.B. Quadrate,
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Parallelogramme oder auch regelmaliige Sechsecke, finden,
welche die Parkettierung der Ebene ermdoglichen.

c) In diesem Aufgabenteil sollen die Schiilerinnen und Schiiler
Eigenschaften der in Aufgabenteil b) erstellten Form
identifizieren und reflektieren, welche dieser Eigenschaften dafiir
sorgen, dass eine Parkettierung der Ebene moglich ist. Damit eine
Parkettierung der Ebene entstehen kann, muss unter anderem
die Summe der Innenwinkel aller angrenzenden Flachen stets
360° ergeben.

Ill. Unterrichtsvorschlag , Wir erstellen Pyramiden®

Zu KV 3.1.5: Wir erstellen Pyramiden
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Fulle den Luckentext aus:

Eine regelmdifiige Pyramide ist eine Pyramide, deren Grundfldiche ein regelmdfiges Vieleck
ist, und deren Héhe senkrecht auf dem Mittelpunkt der Grundfléiche steht. Die Seitenflichen
einer regelmdfSigen Pyramide sind kongruente gleichseitige Dreiecke.

a)—b) Die Schilerinnen und Schiiler sollen das Kantenmodell einer regelmaRigen Pyramide
entsprechend der im Liickentext wiederholten Kriterien erstellen und anschlieRend mit
einem Partner tauschen. Der Partner Uberprift das erhaltene Kantenmodell auf folgende
Kriterien: Regelmdfliges Vieleck als Grundfldche, Héhe steht senkrecht auf Mittelpunkt der
Grundfldche und Seitenfldchen sind kongruente gleichseitige Dreiecke. Durch die intensive
Beschaftigung mit den Kriterien kdnnen die Schiilerinnen und Schiler weitere Beziehungen,
wie dass sich die letzten beiden Kriterien untereinander bedingen, entdecken.

c)—d) In Aufgabenteil c) sollen die Schiilerinnen und Schiiler
zunachst  Konstruktionsanleitungen, wie man eine
regelmallige Pyramide besonders geschickt erstellen kann,
formulieren. Besonders geschickt ist es z.B., wenn man
zunachst den Mittelpunkt der Grundflaiche durch das
Einzeichnen von Diagonalen oder Symmetrieachsen ermittelt
(vgl. Foto). Die Konstruktionsanleitungen sollen in
Aufgabenteil d) untereinander ausgetauscht und getestet
werden, indem die Schilerinnen und Schiler nach den erhaltenen Anleitungen weitere
Pyramiden mit dem 3D-Druck-Stift erstellen.

e) Abschlielend sollen alle Modelle nach ihrer Grundflache geordnet werden. Es entstehen
so entsprechend der Grundflaichen verschiedene Klassen von Pyramiden (wie z.B.
regelmalige Vierecks- oder Fliinfecks-Pyramiden).

a) Hier sollen die Schilerinnen und Schiiler zunachst zu zweit Uberlegen, wie eine
unregelmadBige Pyramide im Vergleich zur zuvor erstellten regelmaBigen Pyramide
aussehen konnte und dann ein Modell einer solchen Pyramide mit dem 3D-Druck-Stift
erstellen. Einerseits ist zu erwarten, dass die Schilerinnen und Schiler Pyramiden erstellen,
bei welchen die Hohe nicht senkrecht auf dem Mittelpunkt der Grundflache oder sogar nicht
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senkrecht auf einem beliebigen anderen Punkt der Grundflache steht. Andererseits konnten
sie Pyramiden mit unregelmafigen Vielecken als Grundflache entwerfen.

b) Nun vergleichen die Schiilerinnen und Schiiler die Modelle untereinander und sammeln
(z.B. an der Tafel) Eigenschaften einer unregelmalliigen Pyramide (z.B. unregelmaliges
Vieleck als Grundflache; Spitze nicht lUber dem Mittelpunkt der Grundflache; nicht
kongruente Dreiecke als Seitenflachen).

c) Die Schilerinnen und Schiiler sollen eine unregelmaRige Pyramide skizzieren und eine
passende Definition aus den zuvor gesammelten Eigenschaften ableiten. Zum Beispiel: , Eine
unregelmdflige Pyramide ist eine Pyramide, bei welcher die Spitze nicht liber dem
Mittelpunkt der Grundfléiche liegt oder die Grundfliiche ein unregelmdfiges Vieleck ist.”

IV. Unterrichtsvorschlag ,Funktionsgraphen untersuchen”

Zu KV 3.1.6: Funktionsgraphen zeichnen und untersuchen
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Wie in den Unterrichtsanregungen bereits festgehalten sollen die Schilerinnen und Schiler
in dieser Aufgabe zundchst den Graphen einer beliebigen linearen Funktion mit dem 3D-
Druck-Stift zeichnen und anschlieBend weitere Graphen verschiedener linearer Funktionen
darstellen. Sie sollen erldutern, wie sie dabei vorgehen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen
erkennen, dass sie durch das Drehen und Verschieben des zuvor gezeichneten Graphen im
Koordinatensystem den Graphen einer jeden beliebigen linearen Funktion darstellen
kdénnen.

a)-b) Hier sollen die Schilerinnen und Schiiler Graphen verschiedener quadratischer
Funktionen mit dem 3D-Druck-Stift zeichnen und ihr Vorgehen erldutern. Die Schiilerinnen
und Schiiler erkennen Beziehungen zwischen verschiedenen Funktionen und nutzen diese,
wie z.B. das Umklappen bzw. Spiegeln des Graphen der Funktion f(x) = x*
(Normalparabel) an der x-Achse, um den Graphen der Funktion f(x) = —x? darzustellen,
oder auch das Verschieben der Normalparabel in x- und y-Richtung, um die Graphen der
Funktionen f(x) = (x + 2)? und f(x) = x? — 2 darzustellen. Sie erkennen und erldutern
auch, dass es sich bei den Graphen der Funktionen (x) = 2x? und f(x) = 0,5x* um eine
gestreckte bzw. gestauchte Normalparabel handelt.

c) In diesem Aufgabenteil sollen die Schiilerinnen und Schiiler anhand der zuvor 3D-
gezeichneten Graphen zeigen und erlautern, dass die Graphen einer linearen Funktion und
einer quadratischen Funktion maximal zwei Schnittpunkte haben kénnen.
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Zu KV 3.1.7: Der Graph einer Ableitungsfunktion

@ a) Die Schilerinnen und Schiiler sollen mit dem 3D-Druck-Stift eine

beliebige ganzrationale Funktion héheren Grades zeichnen. Dabei

ist darauf zu achten, dass sie die Schnittpunkte mit der x- und y-

Achse  markieren, um ein korrektes Platzieren im

Koordinatensystem der Mitschilerinnen und Mitschiiler zu
ermoglichen (vgl. Foto).

b) Die Schiilerinnen und Schiiler tauschen ihre Funktionsgraphen
untereinander aus und platzieren sie in ihrem Koordinatensystem.
Sie sollen nun den zugehorigen Graphen der Ableitungsfunktion
mit Bleistift in das Koordinatensystem zeichnen.

c) Nun zeichnen die Schilerinnen und Schiler (entlang eines
Lineals oder einer Kante) eine Gerade und verwenden diese, um
den Verlauf der von ihnen gezeichneten bzw. skizzierten
Ableitungsfunktion zu Uberpriifen. Sie konnen die gezeichnete
Gerade als Tangente an beliebige Punkte des Funktionsgraphen anlegen und so den Verlauf
der Ableitungsfunktion begriinden.

Die Schiilerinnen und Schiiler kdnnen anhand der Steigung der Tangente verschiedene
Charakteristika der Ableitungsfunktion begriinden (z.B. Nullstelle, wenn Steigung der
Tangente gleich Null ist oder Extremstelle, wenn Wendestelle vorliegt).

@ a) Die Schiilerinnen und Schiler erlautern hier mithilfe der in 1c) gezeichneten Geraden,
dass sich der Graph der Ableitungsfunktion bei Verschiebung des zugehorigen
Stammfunktionsgraphs in y-Richtung nicht verschiebt.

b) Die Schiilerinnen und Schiiler erldutern hier ebenfalls mithilfe der in 1c) gezeichneten
Geraden, dass sich der Graph der Ableitungsfunktion bei Verschiebung des zugehdrigen
Stammfunktionsgraphs in x-Richtung um den gleichen Abstand ebenfalls in x-Richtung
verschiebt.
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Zu KV 3.1.8 a: Graphen auf Symmetrien untersuchen

()

Die Schilerinnen und Schiler sollen die Begriffe Achsen- und Punktsymmetrie bezogen auf
einen Funktionsgraphen mit eigenen Worten erklaren und entsprechende Beispielgraphen
(vgl. Foto) skizzieren.

‘i

=
~

,Ein Graph heifst achsensymmetrisch, wenn er durch eine Gerade (Symmetrieachse, hier
die y-Achse) in zwei kongruente Teilkurven unterschiedlicher Orientierung zerlegt werden
kann. Ein Graph heifst punktsymmetrisch, wenn er beziiglich eines Drehzentrums
(Symmetriezentrum, hier Ursprung) um 180° drehsymmetrisch ist.”

a)—b) Die Schilerinnen und Schiiler sollen die vorgegebenen Graphen mit einem 3D-Druck-
Stift nachzeichnen und so ergdnzen, dass eine zur y-Achse achsen- oder zum Ursprung
punktsymmetrische Funktion entsteht (vgl. Foto unten).

Ein zur y-Achse achsensymmetrischer Graph ist daran zu erkennen, dass sein Verlauf durch
das Wenden bzw. Spiegeln an der y-Achse unverandert bleibt. Ein zum Ursprung
punktsymmetrischer Graph hingegen ist daran zu erkennen, dass sein Verlauf bei einer
Drehung um 180° um den Ursprung unverandert bleibt.

c) Bei dem unteren, abgebildeten Graphen handelt es sich genau dann um eine periodische
Funktion, wenn die Funktion als zum Ursprung punktsymmetrische Funktion weitergefiihrt
bzw. erganzt wird, da die Funktion dann in gleichmaRigen Abstanden die gleichen (bzw.
wiederkehrende) Werte zwischen -1 und 1 annimmt.
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Zu KV 3.1.8 b: Graphen auf Symmetrien untersuchen

()

a) Achsen- und Punksymmetrie ist eine Eigenschaft, die unabhangig vom Koordinatensystem ist,
sie bleibt bei allen Verschiebungen entlang der x-Achse und/oder der y-Achse erhalten. Dabei
andert sich die Lage der Symmetrieachsen bzw. -zentren.

b) Mit der Kurve bzw. dem Graph einer periodischen Funktion kann man durch entsprechende
Verschiebung in x-Richtung die trigonometrischen Funktionen (Sinus- oder Kosinus-Funktion)
darstellen.

Fir die Funktionswerte einer zur y-Achse achsensymmetrischen Funktion muss folgende
Bedingung gelten: f(x) = f(—x) fiir alle x € D;. Anhand des Graphen kénnen die
Schiilerinnen und Schiiler zeigen, dass die Funktion flir den gleichen positiven oder negativen x-
Wert (z.B. x; = —2 und x, = 2) denselben Funktionswert annimmt. * Wenn die Funktion nicht
zur y-Achse, sondern zu einer beliebigen zur y-Achse parallelen Geraden mit der Gleichung x =
a achsensymmetrisch verlauft, dann muss dementsprechend folgende Bedingung gelten:

fla—x) = f(a+ x).

Fiir die Funktionswerte einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion muss folgende
Bedingung gelten: f(—x) = —f(x) fiir allex € D;. Anhand des Graphen konnen die
Schilerinnen und Schiiler zeigen, dass die Funktion flir den gleichen positiven oder negativen x-
Wert (z.B. x; = —2 und x, = 2) nicht denselben Funktionswert, sondern den an der x-Achse
gespiegelten Funktionswert annimmt. * Wenn die Funktion nicht zum Ursprung, sondern zu
einem beliebigen Zentrum mit den Koordinaten (a|b) punktsymmetrisch verlduft, dann muss
dementsprechend folgende Bedingung gelten: f(a + x) —b = —f(a — x) + b.

Abbildung der Funktionsgraphen:

af(x)=(x+2)?2%+1

- achsensymmetrisch, Symmetrieachse: x = —2

of(x)=x(x*+1)

—> punktsymmetrisch zum Ursprung Z(0]0)
df(x) =0,5x+2

- punktsymmetrisch, Symmetriezentrum: Z(0]2)

e)f(x) =x3+x%+1

-> punktsymmetrisch, Symmetriezentrum: Z(— E | %)

“ 2 f)f(x) =x*+x*+1
i

- achsensymmetrisch zur y-Achse
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